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ВВЕДЕНИЕ 
  
          Современный этап развития науки о прочностной надежности техники  
характеризуется широким применением методов сопротивления материалов в 
расчетах различных машиностроительных конструкций. 
 Круг решаемых методами сопротивления материалов задач включает в 
себя задачи расчета безопасных  нагрузок, определения надежных размеров 
элементов, обоснование выбора наиболее подходящих материалов. Для этого 
необходимо выявить закономерности распределения внутренних усилий и 
соответствующих им деформаций в элементах в зависимости от их формы и 
размеров, вида, характера, места приложения, величины и направления 
нагрузок; определить величины усилий и деформаций и сопоставить их с 
механическими характеристиками реальных конструкционных материалов. 
 Расчеты машин конкретных типов излагаются в специальных курсах по   
отраслям машиностроения: прочность летательного аппарата, строительная 
механика корабля, прочность машин и аппаратов химического машиностроения 
и т. д. Задачей сопротивления материалов является создание методологической 
базы для решения в дальнейшем более детальных задач.  
 Трудность инженерных расчетов состоит также и в том, что обеспечение 
прочности и выносливости конструкций должно сочетаться с наименьшей 
затратой материалов. При таких условиях задача конструктора становится 
чрезмерно трудной. Уменьшение веса влечет увеличение допускаемых 
напряжений, которые могут быть приняты как безопасные только на основании 
тщательного анализа распределения напряжений в конструкции и опытных 
исследований механических свойств применяемых материалов. 
 Эксперимент необходим для перехода к решению поставленной 
теоретической задачи, необходим он и по окончании этого решения, которое 
всегда несколько приближенно, так как теория не может одновременно и 
достаточно полно учесть все сложные явления, происходящие в реальных 
физических телах при действии на них сил. Теория лишь тогда успешна, когда 
она учитывает все главное, что свойственно исследуемому объекту, и 
отбрасывает все то, что осложняет решение задачи, не оказывая существенного 
влияния на результат. Эксперимент устанавливает правильно выбрана теория 
или нет.  
 Инженеру в процессе его деятельности необходимо совершенствовать 
свои знания о проектируемых  конструкциях и свойствах применяемых им 
материалов. Это позволит грамотно проводить расчетно-конструкторские 
работы и избежать аварий или просто плохой работы сооружений и машин. 
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1. РАСЧЁТ БАЛОК ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ НА ПРОЧНОСТЬ И   
ЖЁСТКОСТЬ 

Стержни постоянного сечения, работающие на изгиб, особенно при 
значительной их длине, нельзя считать рациональными с точки зрения веса и 
расхода материала, так как размеры сечения подбираются по условиям, 
действующим в опасном сечении, в остальных же сечениях получается весьма 
значительный избыток прочности. Кроме того, по конструктивным 
соображениям, стержни, работающие на изгиб, часто имеют конусность, 
отверстия, выточки, ступеньки и т.д. В силу указанных причин на практике 
широко распространены стержни непостоянного по длине сечения.  

С точки зрения расчёта на прочность и жёсткость все такие стержни можно 
разделить на три основные группы [12]: 

 стержни, имеющие местные изменения формы и размеров сечений  

  (рис. 1.1, а) ; 

 стержни ступенчато-переменного сечения (рис. 1.1, б);  

 стержни, имеющие непрерывно изменяющиеся по длине размеры (иногда 
и форму) сечений (рис. 1.1, в). 

  

à  

 

 

á  

 

    

в  

 

 
 

Рис 1.1 

Рассмотрим каждую группу в отдельности. 
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1.1 Стержни, имеющие местные изменения формы и размеров сечений 

Нарушения формы и размеров сечений вызывают резкое и значительное 
изменение картины распределения напряжений и деформаций. Однако это 
возмущение носит местный характер и на напряжённое и деформированное 
состояние стержня в целом влияет незначительно. Поэтому, определяя прогибы 
и углы поворота сечений, отверстия и другие нарушения не учитывают. 

При расчёте на прочность касательные напряжения не принимают во 
внимание, условие прочности по нормальным напряжениям записывают для 
опасной точки, расположенной в одном из ослабленных сечений, так как здесь 
может иметь место концентрация напряжений. В зависимости от 
чувствительности материала к концентрации, условия прочности будут иметь 
различный вид: 

а) для высокопластичных материалов (малоуглеродистых сталей, меди, 
алюминия) и хрупких неоднородных материалов (чугунов) концентрацию 
можно не учитывать и условие прочности записывать в обычном виде 

 
W

M
 ;                            (1.1) 

б) для однородных хрупких материалов (высокопрочных закалённых 
сталей) 

  
W

M
 ,                 (1.2) 

где   α – теоретический коэффициент концентрации, определяемый по справоч-                  
ной литературе; 
W – в обеих формулах момент сопротивления ослабленного сечения. 
 
Пример 

 Палец (неподвижная ось), изготовленный из легированной стали 20Х       

( 600Ò  МПа), имеет размеры, указанные на рис 1.2, и нагружен силой 

4кН.Посредине пальца есть отверстие диаметром 3мм для смазки. 

 Требуется проверить прочности пальца, если коэффициент запаса 

прочности  Òn  = 1,6 , и найти прогиб посредине. 

 Расчётная схема пальца  и эпюры изгибающих моментов от заданной 
нагрузки и единичной силы показаны на рис. 1.2. 
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                                                  Рис.1.2 
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Опасным будет ослабленное сечение, в котором действует M = 0,04кНм. 

Опасной точкой, строго говоря, будет точка a, однако для расчёта удобно 
принять в качестве опасной точки условную точку b, что, очевидно, не внесёт в 
расчёт заметной погрешности. 

Момент инерции ослабленного сечения 

îòâáð JJJ   , 

где 
4

44

228,0
5,1

8,0
1

64

5,1
смJ бр 


























 

 
42

3

072,0575,035,03,0
12

35,03,0
2 смJ отв 











  

Момент инерции îòâJ  вычислен для двух прямоугольников размерами 

0,3х0,35 см. 

Тогда  
4156,0072,0228,0 ñìJ  . 

Момент сопротивления для определения напряжений в точке b 

3208.0
75.0

156.0

75.0
ñì

J
W  . 

При заданном запасе прочности допускаемое напряжение 

  375
6,1

600


T

Ò

n

   МПа 

Номинальное напряжение в опасной точке b 

192
10208,0

1004,0
6

3





 W

M
è   МПа 

Найдём величину теоретического коэффициента концентрации   из 

графика (рис. 1.3): при  2,0
5,1

3,0


D

d
; 87,1 . 
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                                                                Рис. 1.3 

 

Максимальное напряжение: 

35919287,1max  è  МПа   375    Мпа. 

Следовательно, прочность пальца обеспечена. 

Вычислим прогиб в середине пролёта. Приложим единичную силу к 
разгруженной системе в этом сечении и построим эпюру M1. Перемножая 
эпюры M и M1, получим искомое перемещение, приняв E = 2·105 МПа и 

4228,0 ñìJJ áð  : 

 

  см

EJбр

0064,0202,004,0015,004,0401,004,0
6

02,0

201,004,0005,002,04
6

02,0103





 

 

Относительный прогиб: 

.
1250

1

8

0064,0


l


 

 

1.2 Ступенчатые стержни 

В местах сопряжения участков с различными размерами сечений 
возникает концентрация напряжений. Если материал чувствителен к ней, то 
нужно применить условие прочности (1.2) ко всем сечениям на границах 
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участков. Если же материал нечувствителен к концентрации напряжений, то 
нужно применять условие прочности (1.1) к нескольким вероятным опасным 
сечениям. Для определения перемещений в ступенчатом стержне можно 
пользоваться общими методами или применять видоизменённый метод 
начальных параметров. Суть последнего заключается в замене ступенчатого 
стержня эквивалентным ему по деформациям стержнем постоянной жёсткости. 

 

1.3  Стержни с непрерывно меняющимися по длине размерами сечений 

В этом случае формулы, полученные на основании гипотезы плоских 
поперечных сечений, становятся, вообще говоря, неверными (как и сама 
гипотеза). 

Однако некоторые точные решения теории упругости показывают, что в 
том случае, когда угол наклона образующей поверхности стержня к его оси 
невелик (не превышает 15 – 20о), с достаточной для инженерной практики 
точностью можно принимать распределение нормальных напряжений по 
высоте сечения прямолинейным. Тогда, естественно, можно пользоваться 
обычным условием прочности и дифференциальным уравнением упругой 
линии, т.е. 

 
    
xW

xM
max  ;                         (1.3)

       

 
  .J2

2

xE

xM

dx

yd
                  (1.4) 

Касательные же напряжения более чувствительны к наклону образующих 
поверхности стержня, поэтому формула Журавского в применении к стержням 
переменного сечения даёт значительные погрешности. 

Рассмотрим несколько примеров подбора сечения и определения 
деформаций балок переменного сечения. 

Так как изгибающие моменты обычно меняются по длине балки, то 
подбирая её сечение по наибольшему изгибающему моменту Mmax, мы 
получаем излишний запас материала во всех сечениях балки, кроме того, 
которому соответствует Mmax. 
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Для экономии материала, а также для увеличения в нужных случаях 
гибкости балок применяют балки равного сопротивления, т.е. балки у которых 
во всех сечениях наибольшее нормальное напряжение одинаково и должно 
быть равно допускаемому. 

Условие, определяющее форму такой балки имеет вид (1.3), из которого 
получаем уравнение для определения размеров балки равного сопротивления 

   
  ,


xM
xW                  (1.5) 

где M(x) и W(x) – изгибающий момент и момент сопротивления в любом 
сечении балки; W(x) для каждого сечения балки должен меняться 
пропорционально M(x). 

Условия (1.3) и (1.5) справедливы и для сечения с наибольшим 
изгибающим моментом; если обозначить W0 – момент сопротивления балки в 
сечении с Mmax, то можно написать: 

  .
)(

)(

0

max 
xW

xM

W

M
                (1.6) 

Покажем ход вычислений на примере [2]. Рассмотрим балку пролётом l , 
защемлённую концом A и нагруженную на другом конце силой P (рис. 1.4). 
Выберем сечение этой балки в виде прямоугольника; задачу о надлежащем 
изменении W(x) можно решать, меняя высоту или ширину балки или тот и 
другой размер вместе.  

Пусть высота балки будет постоянной h = h0, а ширина переменной – b(x). 

à                                                                 á  

 

 

 

                                                              

 

 

                                                Рис. 1.4 

b0 

h0 x bx 

bmin 

P 
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Момент сопротивления в сечении на расстоянии x  от свободного конца 
будет 

,
6

)(
)(

2hxb
xW   

а изгибающий момент 

,)( PxxM   

момент сопротивления опорного сечения 

,
6

2
0

0

hb
W   

а наибольший изгибающий момент в опорном сечении 

   lPM max . 

В расчёте имеют значения лишь абсолютные величины )(xM  и maxM .  

По формуле (1.6)  получаем:  

22
0 )(

66

hxb

Px

hb

Pl
 , откуда 

l

x
bxb 0)(   ,                                                                                             (1.7) 

т.е. ширина меняется по линейному закону в зависимости от x. При  lx  

ширина равна 0b . 

Вид балки в фасаде и плане показан на рис. 1.4, а. Такое очертание балки 
получается, если учитывать её прочность только по нормальным напряжениям; 
ширина )( xb  в сечении B обращается в ноль. 

Однако необходимо  обеспечить прочность и по касательным 
напряжениям. Наименьшая ширина балки, требуемая этим условием, 
определяется из уравнения 

 
                (1.8) 

 
 

или так как PQ max , 

  
min

max
max 2

3

hb

Q
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minb = ][2

3

h

P
.                                                                                             (1.9) 

Исправленные очертания балки показаны на рис. 1.4, б. 

Рассмотренный выше пример используется в практических расчётах при 
проектировании рессор.                

      Рессору, пренебрегая её достаточно слабой кривизной, можно 

рассматривать как балку на двух опорах, нагруженную силой P посредине 

пролёта и реакциями 
2

P
 на концах рис. 1.5, а. 

      Будем проектировать этот стержень как балку равного сопротивления с 

постоянной высотой 0h  и переменной шириной xb ; по свойствам симметрии 
достаточно ограничится рассмотрением одной половины пролёта. 

Здесь, как и в первом примере, 

      6

)(
)(

2hxb
xW  ;   6

2
0

0

hb
W  .  

Наибольший изгибающий момент равен   
4max

Pl
M  ; 

изгибающий момент в любом сечении   
2

)(
Px

xM  . 

      Используя формулу (1.6), получим: 

l

x
bxb

2
)( 0 .                                                                                                                                               (1.10)                           

      Ширина балки, необходимая для обеспечения сопротивления поперечной 

силе 
2

P , определяется формулой (1.8) и равна 

 h

P
b

4

3
min 

 .                                                                                                       (1.11) 

Вид рессоры в фасаде и плане показан плане на рис.1.5, б и в. Подобная 
конструкция рессоры была бы крайне неудобной на практике, поэтому ей 
придают несколько иную форму, не меняя характера её работы. 

В плане лист рессоры разделяют на узкие полоски (рис. 1.5, г), которые 
располагают одну над другой (рис. 1.5, д и е). Если пренебречь трением между 
полосками, работа такой балки не изменится. 

На практике каждый лист рессоры (1-й, 2-ой и т.д.) изготовляют цельным, 
а не состоящим из двух половинок. 
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б

а

д

г

в

е

2
3

5
4

1

0

3

1
2

5
4

P

0b

2

2

l

minb

0h

P P
2

2

l

0h

 

                                                               Рис.1.5 
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Рассмотрим ещё пример [13]. Найдём форму консоли равного 
сопротивления изгибу, приняв сечение прямоугольным с постоянной  шириной 
b  и переменной высотой )(xh  (рис. 1.6, а). 

 

A

P

B

x

P

l

)(xh h 0

b

à

á

 
                                                                 Рис.1.6 
 
Тогда   

6

)(
)(

2 xbh
xW  , изгибающий момент в произвольном сечении PxxM )( . 

Из условия (1.5) имеем  

 
Pxxbh


6

)(2

, 

откуда 

  x
b

P
xh 


6

)( .                                                                          (1.12) 

Следовательно, высота рассматриваемой  балки равного сопротивления 
будет изменяться по параболическому закону (рис.1.6, б), при этом 

  l
b

P
lhh 


6

)(0 .                                                                          (1.13) 

В окрестности концевого сечения ( x = 0) изгибающие моменты малы, 
поэтому высоту сечения следует определять из условия прочности по max : 
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  
bh

P

2

3
max  , 

откуда 

 b

P
h

2

3
 .                                                                                                (1.14) 

Балка параболического очертания  наиболее рациональна с точки зрения 
экономии материала, однако из–за сложности формы не удовлетворяет техно-
логическим требованиям. На практике применяют не балки равного сопротив-
ления, а близкие к ним ступенчатые стержни. 

Отметим также, что валы часто конструируются как балки равного 
сопротивления. 

 
1.4   Определение деформаций балок переменного сечения 
 

Жёсткость таких балок является функцией от x . Дифференциальное 
уравнение изогнутой оси принимает вид  

)()(
2

2

xM
dx

yd
xEJ   ,                                                                            (1.15) 

где )(xJ  – переменный момент инерции сечений балки. 
До интегрирования этого уравнения можно выразить )(xJ  через J , т.е. 

через момент инерции сечения, где действует maxM , и затем производить 
вычисления также, как и для балок постоянного сечения.  

Покажем это на примере  консольной балки с постоянной высотой 0h  и 

переменной шириной )(xb  (рис.1.4,а), защемлённой одним концом и 
нагруженной на другом конце силой P. 

Начало координат выберем на свободном конце балки. Тогда PxxM )( ;                

12

)(
)(

3hxb
xJ  ;  

12

3
0 hb

J  .       

По выражению (1.7)  
l

x
bxb 0)(  ; т.е 

l

x
J

l

xhb
xJ 




12
)(

3
0

 .                                                                                   (1.16) 

 
Дифференциальное уравнение примет вид: 
 

Px
dx

yd

l

x
EJ 

2

2

,   или   .
2

2

Pl
x

Pxl

dx

yd
EJ   



 18

Интегрируем два раза: 

CPlx
dx

dy
EJ  ;        .

2

2

DCx
x

PlEJy   

Граничные (опорные) условия: 

при lx  (точка А) прогиб 0y   и угол поворота сечения 0
dx

dy
, тогда 

CPl  20  и DCl
Pl


2

0
3

; 

отсюда  

2PlC  ;   
2

3Pl
D  . 

Запишем выражение для   и y : 
 









l

x

EJ

Pl

EJ

Pl
x

EJ

Pl

dx

dy
1

22

 ; 

 











2

23322

21
222 l

x

l

x

EJ

Pl

EJ

Pl

EJ

xPl

EJ

Plx
y . 

 

Наибольший прогиб на свободном конце балки В при 0x  равен 
 

EJ

Pl

2

3

max   .                                                                                      (1.17) 

 

Для балки постоянного сечения с моментом инерции сечения J: 

EI

Pl

3

3

max
*   ,  

отношение прогибов 

5,1
max

*
max 




, 

 
т.е. прогиб балки переменного сечения больше, чем у балки постоянного 
сечения. 

Таким образом, балки переменного сечения обладают большей 
податливостью по сравнению с балками постоянной жёсткости при одинаковой 
с ними прочности. Именно поэтому, а не только ради экономии материала, они 
и применяются в таких конструкциях, как рессоры. 
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1.5  Примеры расчёта 
 
1.5.1 Установить очертание балки равного сопротивления круглого попереч-
ного сечения, загруженной по схеме рис. 1.7, а, [17]. 
 

22

2 2

4

2

А B

P
P

P

l

P x

Pl

lx

y

x

zM

a

б

в

                                                               
                                                       Рис.1.7 

 
Решение.  

Закон изменения диаметра )(xd  в левой и правой частях балки будет 

одинаковым в силу симметрии эпюры изгибающего момента )(xMz , рис 1.7, б. 

Закон изменения )(xd  в левой части установим по формуле 
 

  
)(

)(
max xW

xM

z

z
. 

Учитывая, что x
P

xMz 2
)(   и 

32

)(
)(

3 xd
xWz


 , 

получаем закон изменения величины )(xd  

 
3

13

1

16
)( x

P
xd 










 .                                                                                  (1.18) 
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Для середины пролёта балки (при 
2

1
x ) 

 
3

1
3

1

0

8
l

P
d 










 .                                                                                  (1.19) 

Следовательно  

3

1

3

1

3

1

0

2
)( x

l

dxd  .                                                                                          (1.20) 

Полученное выражение показывает, что для балки равного 
сопротивления диаметр должен изменяться вдоль её оси по закону кубической 

параболы: при 0x , 0)( xd  и при 
2

l
x , 0)( dxd  . 

На рис. 1.7, в показаны контуры профиля такой «идеальной» балки 
равного сопротивления в пределах каждого полупролёта, имеющие вид 
параболы. 

Практическое очертание несколько отличается от теоретического контура 
балки равного сопротивления. Так, например, в автомобилестроении коренные 
валы, имеющие в своей основе балку равного сопротивления, имеют очертания, 
состоящие из конических и цилиндрических частей (рис. 1.7, в). 
      
1.5.2 Найти форму балки равного сопротивления, защемлённой одним концом 

и нагруженной равномерно распределённой нагрузкой q (рис. 1.8) [8]. 
 
Пролёт балки l , сечение - прямоугольное с постоянной шириной b и 
переменной высотой )(xh . Найти наибольший прогиб и сравнить его с 

прогибом  0  балки постоянного сечения.  
 
 
Решение.  

Условие равного сопротивления изгибу: 
 

  
0

0
max )(

)(

W

M

xW

xM

z

z
. 

 
Подставляя значения изгибающих моментов и моментов сопротивления, 

получим 

2
0

2

2

2

2

6

)(2

6

bh

ql

xbh

qx
  
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q

l

x

)( xh h

b

0

b

 
                                                                            Рис.1.8 
 
Устанавливаем закон изменения высоты сечения и момента инерции: 

l

x
hxh 0)(  ;   3

3

0)(
l

x
JxJ  . 

Уравнение изогнутой оси балки: 

2
")(

2qx
yxEJ  ;          2

"
2

3

3

0

qx
y

l

x
EJ  ;       x

ql
yEJ

1

2
"

3

0   . 

Интегрируем это уравнение: 

Cx
ql

yEJ  ln
2

'
3

0  

и определяем величину С из условия, что при lx  0'y : 

l
ql

C ln
2

3

 ,    тогда       l
ql

x
ql

yEJ ln
2

ln
2

'
33

0  .
 

Интегрируем вторично 

Dlx
ql

x
ql

xx
ql

yEJ  ln
22

ln
2

333

0
.
 

Из условия, что при lx  0y , найдём D: 

2

4ql
D  . 

Окончательно уравнение прогибов и величина наибольшего прогиба: 

)lnln(
2

3

0 llxxxx
ql

yEJ  ; 

0

4

max 2 EJ

ql
 . 

Для балки постоянного сечения  
0

4

max
*

8EI

ql
      , т.е. max

*
max 4  . 
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Вопросы для самоконтроля: 
 

1. Какая форма сечения балки является рациональной и почему? Что такое 
балки равного сопротивления? 

2. Как устанавливается закономерность непрерывного изменения размеров 
поперечного сечения балок равного сопротивления? 

3. Как определяется экономия материала, получающаяся при применении 
балок равного сопротивления? 

4. Как определяется соотношение перемещений, получающихся при одной 
и той же нагрузке в балке постоянного сечения и в балке равного 
сопротивления? 

5. Чему равна грузоподъёмность рессоры, состоящей из 8 листов шириной 
по 120 мм и толщиной 14 мм? Пролёт рессоры 1,2 м, допускаемое 
напряжение   300  МПа.                                               Ответ: P  = 31,4 кН.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 23

2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ СТЕСНЕННОГО КРУЧЕНИЯ ТОНКОСТЕННЫХ 
СТЕРЖНЕЙ ОТКРЫТОГО ПРОФИЛЯ 
 
2.1 Основные понятия 
 

Тонкостенными называют стержни, длина которых l  значительно 
превышает основные размеры b или h поперечного сечения (в 8-10 раз), а 
последние, в свою очередь, значительно превосходят (также в 8-10 раз) 
толщины стенок   (рис. 2.1,а). 

1

2

l l

a á

 
Рис. 2.1 

 
При построении расчетной схемы тонкостенного стержня рассматривают 

его <<срединную>> поверхность, которая проходит через средину элементов, 
образующих стержень (рис. 2.1,б). След срединной поверхности в плоскости 
поперечного сечения образует профиль сечения. 
      По очертанию профиля различают два типа стержней:  
      − стержни с закрытым профилем (рис. 2.2,а); 
      − стержни с открытым профилем (рис. 2.2,б). 

à

á

 
 

Рис. 2.2 
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      Работа тонкостенных стержней замкнутого профиля существенно не 
отличается от работы обычных стержней. При их расчетах можно применять 
закон плоских сечений. 
      Работа тонкостенных стержней открытого профиля не может быть 
описана законом плоских сечений, он заменяется более сложным законом. 
      Поперечные сечения тонкостенных стержней открытого профиля при 
нагрузках, создающих закручивание, не остаются плоскими. Происходит 
депланация сечений, связанная с перемещениями точек из плоскости 
поперечного сечения вдоль оси стержня. 
      Теория расчета  тонкостенных стержней открытого профиля разработана 
проф. В.З. Власовым (в 1937-1940гг.). 
 
 
2.2 Свободное кручение тонкостенных стержней 
 
      Свободным кручением называется такое кручение, при котором 
депланация всех поперечных сечений стержней будет одинаковой. 
      На рис. 2.3,а и б показан стержень, загруженный на концах моментами и 
работающий в условиях свободного кручения. В таком стержне расстояние 
между двумя произвольными точками m и n, лежащими на любой образующей, 
до и после деформации остается неизменным [15]. 
 

  

dx

M

M

á

à

m n

dx

m n

 
 
 

Рис. 2.3 
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      Отсюда следует, что относительное удлинение продольных волокон 
стержня будет равно нулю  0x , в поперечных сечениях  возникают  только  
касательные напряжения, нормальные отсутствуют. 
      Установлено, что при кручении стержня прямоугольного поперечного сечения, поток 
касательных напряжений в поперечном сечении направлен по замкнутым кривым (рис. 

2.4,а), эпюра τ по сторонам и осям симметрии сечения показана на рис. 2.4,б. 

max


à á



'

 
Рис. 2.4 

 
Максимальные напряжения возникают в точках, лежащих в середине 

длинной стороны у грани сечения, и определяются по формуле: 

.0
max 

kJ

M
                                                                                                (2.1) 

 
      Относительный угол закручивания стержня рассчитывается по формуле: 

          .' 0

kGJ

M
                                                                                                      (2.2) 

      Принятые обозначения: 0M − момент чистого кручения;  − толщина 

поперечного сечения; G − модуль сдвига; kJ − геометрическая характеристика 
сечения, аналогичная полярному моменту инерции для стержней с круглым 
поперечным сечением. 
      Для узкой полосы: 
 

         .
3

3h
J k                                                                                                     (2.3) 

 
      В сечениях, составленных из нескольких узких прямоугольных полос, 
касательные напряжения также представляют замкнутый поток (рис. 2.5,а). 



 26

à á â

 
Рис. 2.5 

 
 

      С достаточной точностью можно считать, что в таких сечениях поток 
касательных напряжений состоит из ряда замкнутых контуров, рис. 2.5,б. 
     

Распределение τ по толщине сечения принимается по линейному закону 
(рис. 2.5,в): на средней линии элементов сечения касательные напряжения 
равны нулю, максимальное значение напряжения приобретают в элементах с 
наибольшей толщиной δ и в точках, наиболее удаленных от средней линии и 
расположенных посередине длинных сторон элемента. 
      Для сечений составленных из нескольких узких прямоугольных полос 
момент kJ   вычисляется по формуле: 
 

        



n

i

ii
k

h
J

1

3

,
3


                                                                                             (2.4) 

 

где ih  и i  − соответственно длина и толщина каждой части сечения. 
      Коэффициент   для двутавров принимается равным 1,2; для 
швеллера−1,12;  уголка − 1,0. 
      Для сечений, составленных из прокатных профилей и соединенных 
между собой не более чем одним рядом заклёпок или сварным швом по одной 
кромке, величина kJ  определяется как сумма 

...,''''''  kkkk JJJJ                                                                               (2.5) 

где 
'''''' ,, kkk JJJ − значения характеристик, вычисляемых для отдельных 

профилей по формуле (2.4). 
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2.3 Стесненное кручение и его особенности 
 
      Под стесненном кручением понимается такое кручение, при котором 
депланация в различных поперечных сечениях различна. 
      Так если стержень (рис. 2.3,а) жестко заделать на одном конце, а к 
другому приложить крутящий момент, то сечение в заделке останется плоским, 
на свободном же конце депланация сечения будет наибольшей, значит, по 
длине стержня депланация меняется. Так как перемещения точек разных 
сечений по длине будут различными, то появляется относительное удлинение 
волокон  0x и в поперечных сечениях стержня возникнут не только 
касательные, но и нормальные напряжения. 
      Для изучения основных особенностей стесненного кручения рассмотрим 
двутавр, жестко заделанный одним концом, на рис. 2.6,а показана его средин- 
ная поверхность.  

êðM

x

à
x

êðM
y

z








N

N
N

N

á



â
dF



T

T

 Рис. 2.6 
 
      К свободному концу стержня приложим момент êðM , создаваемый парой 

сил T . Действие сил T  вызовет одновременно закручивание двутавра и изгиб 
полок в противоположных направлениях. Плоским сечением разобьем 
стержень на две части и рассмотрим часть с защемлением. В рассматриваемой 
части стержня по сечению будут действовать нормальные  напряжения, обозна-

чим их через  (рис.2.6,б). Будем считать, что  одинаковы по толщине 

полки  , так как её размеры малы (рис. 2.6,в) [15]. 
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      Напряжения   создают четыре равные силы N , которые образуют 

самоуравновешенную систему внутренних сил. Возникновение сил N   

является одной из особенностей стеснённого кручения. Эти силы не могут быть 
определены из условий равновесия рассматриваемой части двутавра. 

Условия равновесия отсеченной части дают следующие зависимости: 
     

;0)( 
F

Z ydFM   

;0)( 
F

y zdFM                                                                                 (2.6) 

.0 
F

dFN   

      Выражения (2.6) показывают, что изгибающие моменты относительно 
главных осей сечения и продольная сила должны быть равны нулю. 
Силы N  в каждой полке создают изгибающие моменты M , составляющие 

бипару. Момент этой бипары MhB   называется изгибно−крутящим 
бимоментом. 
      Бимомент − силовой фактор, вызывающий депланацию сечения подобно 
тому, как сила вызывает поступательное перемещение сечения, а изгибающий 
момент − его поворот. 
      В поперечном сечении возникают также касательные напряжения, 
представляющие собой две системы: касательные напряжения, связанные с 
чистым кручением стержня и связанные с изгибом полок. Первые напряжения 
обозначим через 0 , а соответствующий им момент, называемый моментом 

чистого кручения,− через 0Ì . Вторые напряжения обозначим через  . Эти 

напряжения возникают в связи с тем, что нормальные напряжения  в 
поперечных сечениях стержня не одинаковы; им соответствует так называемый 

изгибно-крутящий момент ThÌ  . 

      Картина распределения 0 и   по сечению показана на рис. 2.7 
à

0
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Рис. 2.7 
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Изгибно-крутящий момент M  и момент чистого кручения 0M будут 

уравновешивать внешний крутящий момент :êðM  

MMÌ êð  0                                                                                         (2.7) 

      Полученные зависимости (2.6) и (2.7) недостаточны чтобы определить 
внутренние силы. Необходимы дополнительные уравнения, которые можно 
получить исследуя упругие деформации стержня. 
      Отметим, что крутящий момент, приложенный к торцовому сечению 
отсеченной части стержня считается положительным, если при взгляде на 
указанное сечение со стороны его внешней нормали видим момент, 
направленный по ходу часовой стрелки. 
 
 
2.4 Системы координат, применяемые в теории тонкостенных стержней 
 
      Для определения положения произвольной точки, находящейся на 
срединной поверхности, в теории тонкостенных стержней используются три 
системы координат [10]. 

 Декартовая система координат. 
      Начало координат помещается в центр тяжести сечения, ось x  
направляется по оси стержня (рис. 2.8). Оси zy,  являются главными 
центральными осями  сечения. Положение точки М задаётся тремя 
координатами .,, zyx  
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Рис. 2.8 
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 Криволинейная система координат (система координат Sx, ). 

      На срединной поверхности выбирают нулевую направляющую 0S , это, 

обычно, прямая линия. Затем выбирают нулевую образующую 0x , которая в 
общем случае может быть любой кривой (рис. 2.9). Положение точки М 
определяется двумя координатами x  и S , первая из которых линейная, вторая 
− криволинейная. 
 
 

0xx 

 SxM ,

x
S

0SS 

O

 
Рис. 2.9 

 

 Секториальная система координат. 
      Положение точки M в направлении оси стержня определяется 
координатой x , отсчитываемой от линии 0xx   (рис. 2.9,а). 
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Рис. 2.9 

 



 31

      Для задания положения точки M в другом направлении выбирают 
произвольную точку B , лежащую в плоскости сечения тонкостенного стержня. 
На контуре сечения отмечают некоторую (также произвольную) точку 0M .  

Соединяют точку B  с точками M  и 0M  и вычисляют площадь сектора 0BMM . 

При изменении положения точки M  на контуре сечения эта площадь будет 
изменяться, т.е. каждому положению точки M  будет соответствовать 
определённое значение площади сектора 0BMM . Поэтому величину этой 
площади можно принять за координату точки M  на контуре сечения. В теории 
тонкостенных стержней за координату принимают не площадь сектора 0BMM , 
а удвоенную величину этой площади. Она называется секториальной 
координатой и обозначается как   с размерностью площади. 

Точку B  называют полюсом секториальной координаты, точку 0M  − 

начальной нулевой точкой отсчёта, прямую 0BM  −начальным радиусом, 
прямую BM − подвижным радиусом. Знак секториальной координаты 
определяют по правилу: если при переходе от точки 0M  к точке M  подвижный 
радиус вращается относительно полюса B  против хода часовой стрелки, то 
секториальная координата считается положительной (и наоборот). На рис. 2.9,б 
изображена положительная секториальная координата, на рис. 2.9,в − 
отрицательная. 

Отметим, что депланация сечения тонкостенного стержня изменяется по 
контуру сечения в соответствии с законом изменения секториальной 
координаты  . 

На рис. 2.10 – 2.12 показаны эпюры секториальных площадей для 
несколь-ких сечений при полюсе в точке B  и при начале отсчёта в точке 0M  
[13].   
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Рис. 2.10 
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Рис. 2.11 

 
      Если конец радиуса-вектора скользит по прямой, на которой находится 
полюс, секториальная площадь остается неизменной. В данном случае она 
равна нулю. 
      В случае разветвляющегося контура построение эпюры секториальной 
площади ведётся с заходом в каждую ветвь и возвращением к точке 
разветвления. 
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2.5 Геометрические характеристики сечений 
 
      В теории тонкостенных стержней дополнительно к известным, 
геометрическим характеристикам сечений добавляются так называемые 
секториальные геометрические характеристики, которые получаются из 
обычных, путём замены в них декартовых координат на секториальные. К 
секториальным характеристикам относятся: 

 секториальный статический момент 

      
F

dFS ,                                                                                                 (2.8) 

имеющий размерность длины в четвёртой степени  4ñì ; 
 секториальный момент инерции 

      
F

dFJ ,2                                                                                               (2.9) 

его размерность − длина в шестой степени  6ñì . 
      Если в выражении центробежного момента инерции одну из декартовых 
координат заменить секториальной, то получим ещё две секториальные 
характеристики: 

 секториальный центробежный момент инерции относительно оси z  


F

z dFyJ ;                                                                                              (2.10) 

 секториальный центробежный момент инерции относительно оси y  
                    

      
F

y dFzJ .                                                                                             (2.11) 

      Обе эти характеристики имеют размерность длины в пятой степени  5ñì . 
      Так как   может быть как положительной, так и отрицательной 
величиной, то и S может быть положительным или отрицательным. Это 

зависит от выбора положения начальной нулевой точки отсчёта 0M . 

      Можно выбрать положение 0M , так, что S обратиться в ноль  0S . В 

этом случае 0M называют главной нулевой точкой отсчёта секториальной 

координаты. Секториальный момент инерции J  всегда положителен, так как 
содержит секториальную координату в квадрате. Секториальные центробежные 
моменты инерции могут быть как положительными, так и отрицательными. Это 
зависит от выбора положения полюса B . Полюс B , относительно которого 

zJ и yJ обращаются в ноль, называется главным полюсом. 

Если элементарную площадку dF  в выражения (2.8) – (2.11) представить 
как dSdF   и принять толщину профиля   постоянной, то выражения для 
секториальных характеристик принимают вид: 
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      
S

dSS ;       

      
S

dSJ ;2                                                                                          (2.12) 

      
S

z dSyJ ;  

      
S

y dSzJ .  

 
      Пример.  Для заданного сечения при заданных положениях полюса B  и 
начальной нулевой точки отсчёта 0M  построена эпюра секториальной площади. 
Требуется определить четыре секториальных характеристики этого сечения. 
 
     

a

a

a

a

2a

2a
2a

2a

22a

a

0M B
zO

2a

22a

2a



y

a2
 

 
Рис. 2.13 

 
Решение. 
      Для контура с прямолинейными участками имеется возможность 
операцию вычисления секториальных характеристик упростить, применяя 
способ Верещагина.  
      Секториальный статистический момент 

       
F

dFS ,0    
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так как для верхней и для нижней частей сечения эпюры  одинаковы по очер-
танию,но противоположны по знаку (заметим,что эпюра  кососимметричная). 
      Для определения zJ  и yJ  необходимо построить эпюры z  и y , т.е. 

законы изменения расстояний точек контура от осей z  и y  . 
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Рис. 2.14 
 
 

      Секториальный центробежный момент сечения относительно оси y : 

       
S

y dSzJ ,0   

так как эпюра z  − симметричная, а эпюра   − кососимметрична. 
      Теперь умножаем кососимметричную эпюру   на кососимметричную 
эпюру y . Перемножение даст величину секториального центробежного 
момента относительно оси z  

      .
3

8 4 aJ z    

      Затем определяем J  перемножением эпюры   самой на себя и 
полученный результат умножаем на  : 
 

      
S

adSJ .4 52   
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2.6 Определение положения главного полюса А 
 
      Для определения координат главного полюса воспользуемся равенствами: 
 

 
F

z dFyJ 0     и                                                                              (2.13) 

 
F

ó dFzJ .0                                                                                    (2.14) 

       Рассмотрим какое-либо сечение (рис. 2.15), у которого оси y  и z  − 
главные центральные. Выберем произвольный полюс В и положение главного 
полюса будем определять относительно указанного полюса отрезками za  и ya  . 
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Рис. 2.15 
 

      На профиле сечения произвольно наметим точку M  и проведём через неё 
касательную к профилю, угол наклона которой к вертикали обозначим через  . 
      Элементарная секториальная площадь, определяющая секториальную 
координату точки M  при полюсе B , будет 

       ÂÂ dSrd  ,                                                                                        (а) 
а при полюсе А 

      ÀÀ dSrd                                                                                (б)  
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      Разность  этих площадей будет: 

rdSdSrdSrdd AВАВ   ,                                                     (в)  

или, выразив r  через отрезки zà  и yà  , получим 

         sincos yzÀÂ aadSdd  .                                                         (г) 

       Так как 
dS

dy
cos  а 

dS

dz
sin  (знак «минус» взят потому, что, 

проходя отрезок dS  против часовой стрелки, пройдём положительную его 
проекцию dy  и отрицательную dz ), получим после сокращения на dS  

dzadyadd yzÀÂ                                                                            (д) 

      Интегрируя равенство (д), будем иметь 

czaya yzÀÂ  ,                                                                            (е) 

откуда 

      czaya yzBA   .                                                                           (ж) 

 
Подставим в (2.13) значение секториальной площади из (ж), соответствую- 
щей  искомому полюсу А: 
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   
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zzyyzzz

F F F F

yzB
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yzBAz

cSJaJaJ

ydFczydFadFyaydF

ydFczayaydFJ
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







 

 
     Здесь 0zyJ  и 0zS , так как оси z  и y  по условию − главные 

центральные. 
     Тогда 0 zzz JaJ

B , следовательно, 

      .
z

z
z J

J
a B                                                                                                  (2.15) 

      При подстановке того же значения A  в выражение (2.14) и проведения 
аналогичных  процедур вычислений, окончательно получим: 
       

  .
y

y
y J

J
a B                                                                                               (2.16) 
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      В выражениях (2.15) и (2.16) величины 
BzJ   и 

ByJ   представляют собой 

секториальные центробежные моменты инерции сечения, определяемые при 
расположении полюса в произвольной точке В. 

Поэтому эти формулы определяют положение главного полюса А относи-
тельно точки В. При этом следует иметь в ввиду, что координаты za  и ya  

откладываются от точки В с учётом их знаков в осях Оy и Oz. 

Если сечение имеет одну ось симметрии, то главный полюс лежит на этой 
оси. При наличии двух осей симметрии главный полюс лежит в центре тяжести 
сечения. 

Если сечение состоит из прямоугольников, пересекающихся в одной 
точке (рис. 2.16), то главный полюс лежит в точке пересечения их продольных 
осей. 

 

À

À

À

 
Рис. 2.16 

 
 

      Итак, если определенным образом выбрать начальную нулевую точку 
отсчёта и полюс, то из четырёх секториальных геометрических характеристик 
три обратятся в ноль: 0,0   yz JJS . 

Останется единственная секториальная характеристика − секториальный 
момент инерции  J , который войдёт во все расчётные формулы. 

      Отметим, что главный полюс совпадает с центром изгиба. Центр изгиба, 
это такая точка, при приложении в которую силы, балка будет работать в 
условиях только поперечного изгиба без кручения. 

Пример. Определить положение главного полюса (центра изгиба) 
сечения тонкостенного стержня (рис. 2.17).Полюс B  поместить в центр тяжести 
сечения, начальную нулевую точку отсчёта положить в точке 0M . 
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Рис. 2.17 

 
      Решение. 
      Выберем систему осей yz   с началом координат О в центре тяжести 
сечения, оси yz   будут главными центральными осями.  

      Центр изгиба (главный полюс) сечения будет находиться на оси z , так 
как ось z  является осью симметрии сечения. Поэтому будем определять только 
отрезок  0yz aa . Для вычисления za  необходимо знать значения 

BzJ   и zJ . 

Чтобы их вычислить построим эпюры секториальной координаты   и 
координаты y  (рис. 2.18). 

Полученные эпюры обе кососимметричные.     

  Значение 
BzJ   получим перемножая эпюры B  и y: 

      
416aJ

Bz  . 

      Перемножая эпюру y  саму на себя, получим значение zJ . 

        ,
3

28 3aJ z   

тогда   .
7

12
a

J

J
a

z

z
z

B  
                                                                                         (б) 

Откладываем от точки B  по оси Z в положительном направлении отрезок 

,
7

12
aaz   получаем точку А − главный полюс (рис. 2.17). 
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Рис. 2.18 
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2.7 Определение положения главной секториальной нулевой точки 0M  
 

      Было установлено, что положение точки 0M , являющейся началом 

отсчёта  , связано с удовлетворением условия: 

 
F

dFS 0                                                                                          (а) 

      За начало отсчёта возьмём произвольную точку '.M  Будем определять 

положение главной нулевой точки 0M  (рис. 2.19). Пусть '  − секториальная 

площадь для текущей точки M  при начале отсчёта в 'M , а   − 

секториальная площадь точки M  при начале отсчёта в 0M . 

0M

'M M

À

 
Рис. 2.19 

 
Очевидно равенство: D ' ,                                                                          (б) 

где D − постоянная величина, равная удвоенной площади сектора 0' MAM . 
Подставим (б) в (а), получим 
      

        
F F

dFDdF ,0)'(                                                                           (в) 

или 

        
F F

dFDdF ,0'                                                                                  (г) 

откуда найдём 

      
F

dF

D F



'

                                                                                                 (2.17) 
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      Таким образом, для определения положения точки 0M  следует вначале 

построить эпюру ' , взяв произвольную точку начала отсчёта (положение 
центра изгиба предварительно определено), затем необходимо вычислить по 
формуле (2.17) постоянную D и, пользуясь равенством (б), построить эпюру , 
которая и будет удовлетворять условию (а). 

Для некоторых типов сечений на эпюре   будет несколько нулевых 
точек. Это означает, что при депланации все эти точки не имеют продольных 
смещений. Любая из них может быть принята за точку начала отсчёта. Однако 
за главную нулевую точку принимают ближайшую к полюсу. 

Рассмотрим пример вычисления координат центра изгиба А и определения 
положения главной нулевой точки отсчета 0M . 

Пример. Для равнополочного несимметричного двутавра (рис. 2.20), 
определить координаты центра изгиба, главную нулевую точку отсчёта 
секториальной площади   и вычислить секториальный момент инерции J [4]. 

 

y

z
ÖÒ

 
Рис. 2.20 

 
      Решение. 

      Предварительно вычисляем площадь сечения стержня 

  2762232115 ñìF   

      Затем строим эпюры y  и z  (2.21, а и б), по которым определяем главные 
центральные моменты инерции. 
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Рис.2.21 
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4
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ñì

dSydFyJ
F S

z



  

  

  
Строим эпюру B , располагая полюс B  в точке 5 и начало отсчетов B  в 

точке 2 (рис.2.22), предварительно пронумеровав характерные точки.  
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                                                      Рис.2.22 
 
Перемножая эпюру B  с эпюрами y  и z  получаем 

ByJ   и 
BzJ  : 
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BBz B
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   

 

 По формулам (2.15) и (2.16) вычисляем координаты центра изгиба: 
 

 ;12
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J

J
a

y

y
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ñì
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B  
 

 

 От произвольного полюса B  (рис. 2.22) откладываем отрезки ya и za  c 

учетом их знаков в системе главных центральных осей yz  ; определяем 
положение центра изгиба А. Центр изгиба, как и ожидалось, располагается на 
оси z, являющейся осью симметрии. 
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 Для определения положения главной нулевой точки строим эпюру ' , 
располагая полюс в центре изгиба А и беря за начало отсчетов произвольную 
точку 2 (рис. 2.23). 
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                                                       Рис.2.23 
  

 Используя эпюру ' , по формуле (2.17) вычисляем постоянную D  
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Для построения эпюры   находим по равенству D '  : 
 

 ;80)20(60 2
1 ñì                   ;20)20(0 2

2 ñì                    

 ;100)20(120 2
3 см        ;100)20(80 2

4 см          

 ;20)20(40 2
5 см             ;80)20(100 2

6 см  
  

По этим данным построена эпюра  (рис. 2.24). 
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                                                   Рис.2.24 
  

Искомой нулевой точкой будет ближайшая к центру изгиба точка 0M .  

 Секторальный момент инерции J  найдем, умножив эпюру   саму на 
себя. Получим 
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2.8. Гипотезы стесненного кручения тонкостенных стержней открытого 
профиля 
 

 Теория тонкостенных стержней строится на двух гипотезах [10]. 

Первая гипотеза: в процессах деформации контур поперечного сечения 
стержня не изменяется, т.е. является абсолютно жестким. Под этим понимается 
условие, что проекция поперечного сечения стержня на плоскость 
перпендикулярную оси стержня, в процессе деформации сохраняет 
постоянными размеры и форму. 

 Вторая гипотеза: деформации сдвига срединной поверхности равны 
нулю. Иными словами, полагается, что угол между двумя прямыми, одна из 
которых  совпадает с образующей срединной поверхности, а другая ей 
перпендикулярна, не изменяет своей величины при закручивании стержня. 
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 Вторую гипотезу можно записать математически. 
 Точка M , лежащая на поверхности  тонкостенного стержня, после 
деформации займет положение 'M  (рис. 2.25). Прямая 'MM - полное 
перемещение точки M . Разложим его на три составляющих ,,, wvu  
направленные соответственно по осям x , S и по нормали к поверхности 
стержня. Составляющая w  мала и не оказывает существенного влияния на 
последующие рассуждения.  
 

M

S

x

'Mv u
w

 
                                                        Рис.2.25 
 
 Выделим около точки M  элемент MBCD  со сторонами dS  и dx , 
который после деформации займет положение '''' DCBM  (рис. 2.26). 
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Рис.2.26 
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 Пусть точка M  переместится по направлению оси S на величину v , то 
точка D, отстающая от нее на расстоянии dx , переместится на величину 

dx
x

v
v




  и займет положение 'D . В направлении оси x  точка M  

переместится на u , а точка B , отстоящая от нее на расстоянии dS , - на 

величину dS
S

u
u




  и займет положение 'B . Из рис. 2.26 видно, что углы   и 

  будут равны: 
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 Сумма углов    показывает, на сколько изменился прямой угол при 
точке M . Согласно второй гипотезе этот угол при деформации не изменяется, 
т.е. 0  , таким образом,  

     0







x

v

S

u
                                                                                                  (2.18) 

 В равенство (2.18) входят две неизвестные функции u  и  , которые 
необходимо определить. Определим эти функции [10]. 

Пусть поперечное сечение при закручивании стержня повернулось вокруг 
полюса А на угол   (рис. 2.17), как жесткий диск, при этом точка M  перейдет 
в положение 2M . Так как угол   мал, примем, что  

AMMM 2                                                                                                               (а) 

M Ñ

2M


D

À

 
r



 
                                                                  Рис.2.27 
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Проведем касательную к контуру сечения в точке M , обозначим 
расстояние полюса А до касательной через r, угол MAD - через  . 
 Проектируя перемещение точки М на касательную, получим  
 cos2MMvMC  ,                                                                                       (б) 
или с учетом равенства (а) 
     cosAMv ,                                                                                             (в) 
так как rAM cos  найдем 
 rv  .                                                                                                             (г) 
 Частная производная функции v  по x  с учетом того, что r не зависит от 
x , будет 

 r
xx

v







 

                                                                                                        (д) 

 Примем обозначения ",'
2

2











xx
 и т.д. 

 Тогда .' r
x

v



                                                                                                  (е) 

 Подставив (е) в (2.18), найдем 

 r
S

u





'                                                                                                         (ж) 

 Проинтегрировав уравнение (ж) по дуге S , учитывая, что '  от дуги S  
не зависит, получим функцию u  

    .'' 00 xuxurdSdS
S

u
u

S S





                                         (2.19) 

 Физический смысл функции  xu0  заключается в том, что она выражает 
некоторую часть перемещений u , которая одинакова для всех точек сечения. 

 Беря частную производную от функции u   (2.19) по x  с учетом того, что 
   от координаты x  не зависит, получим      

 .'" 0 xu
x

u
x 




                                                                          (2.20) 

 Заметим, что ребро dS  элемента MBCD  (рис. 2.26) не получает 
приращения, так как оно совпадает с профилем поперечного сечения, который 
по первой гипотезе считается недеформируемым. Поэтому удлинение вдоль оси 
S  будет равно 0, т.е. 

0S                                                                                                   (2.21) 

 Зависимости (2.20) и (2.21) служат дополнительными уравнениями к 
уравнениям статики. Совместное решение этих уравнений позволяет 
установить закон распределения и величину напряжений и соответствующих 
им внутренних сил при стесненном кручении. 
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2.9 Нормальные напряжения при стесненном кручении 
 

 По полученному значению x (2.20), используя закон Гука xE  , 
найдем нормальные напряжения 

  xEuE 0'"   .                                                                           (а) 

 Для определения функции  xu 0'  используем третье равенство (2.6), 

вводя в него значение   из  (а), получим 

   
F F

dFxEuEdFN 0)]('"[ 0                                              (б) 

 Так как функции "  и  xu 0'  не зависят от дуги S , выражение (б) можно 
записать в виде: 

 ,0)('" 0   
F F

dFxEudFE                                                                (в) 

отсюда 

 .")('0 F

dF

xu F





                                                                                          (г) 

 Интеграл в числителе выражения (г) есть секториальный статический 
момент S , который может быть равен  нулю при соответствующем выборе 

положения начальной нулевой точки отсчета 0Ì . В дальнейшем  будем так 

выбирать точку 0Ì , что 0S . 

 Тогда выражение (г) дает, что 0'0 u  и формула нормальных напряжений  
примет вид: 

  "E  .                                                                                              (2.22) 

 Полученное выражение (2.22) есть закон распределения  в сечении 
стержня, который называется законом секториальных площадей. Эпюра 

 всегда имеет вид подобный эпюре  , так как E  и "  для определенного 
сечения являются постоянными.  
 По аналогии с формулами (2.6) составим выражение для бимомента 

 
F

dFB .                                                                                          (2.23)           

 Подставляя в  (2.23)   из выражения (2.22), получим 

   
F

dFEB ,"                                                                              (д) 

так как "  от площади сечения не зависит, перепишем (д) в виде 

 
F

dFEB ," 2  
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 или окончательно 

 ". EJB                                                                                            (2.24) 
 Из (2.24) находим 

 ."



EJ

B
                                                                                                     (е) 

 Подставляя значение "  в формулу (2.22), получим 

 



 

J

B
 .                                                                                             (2.25) 

 
 
2.10 Касательные напряжения при стесненном кручении 
 
 Для определения касательных напряжений   в поперечном сечении 

стержня вырежем из него двумя поперечными сечениями элемент dx  и отсечем 
от него часть 11ààòò  (рис 2.28). По боковым граням àò  и 11àò  этой части 

будут действовать нормальные напряжения   и .dx
x


 


  В сечении 1òò  

действуют касательные напряжения  , которые считают равномерно 
распределенными по  толщине  . 
 
 

z

y
x

â

1
â 0Ì

S


ò

1
ò



à

1
à


îòñF

dF

 











îòñF

dFdx
x





dx

îòñ
F

 
                                                                Рис.2.28 
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 По грани àò  отсеченной части, касательные напряжения возникнут по 
закону парности.  Наружные кромки 1àà   и 1bb  элемента dx  считаем 
свободными от напряжений. 
 Запишем условие равновесия части :11ààòò   

0)( 



  dFdx
x

dxdFX
отсотс FF




 ,                                    (ж) 

 отсюда будем иметь 

  



îòñF

dF
x

dxdx .


                                                                                     (з) 

 Подставляя значение   из (2.22), после сокращения на dx  получим 

  




îòñF

dFE
x

.)"(                                                                                 (и) 

 Дифференцируя выражение, стоящее в скобках под интегралом, и 
учитывая, что   от x  не зависит, будем иметь 

 
îòñF

dF
E

.
"' 


                                                                                       (к) 

 Интеграл в правой части выражения (к) есть  секторальный статический 
момент отсеченной части сечения, т.е. 


отсF

отс dFS .                                                                                            (л) 

 Окончательно найдем 

 
îòñS

E
 

 
"'

                                                                                 (2.26) 

 Полученное выражение (2.26) является законом распределения 
напряжений   в сечении стержня. Множитель "'E  для определенного 

сечения есть величина постоянная, поэтому   изменяется по закону 


отсS

. 

 Заметим, что îòñS  в формуле (2.26) можно брать для любой из отсеченных 
частей, т.е. как для части сечения ma , так и mb . Это обстоятельство вытекает из 
условия, что для всего сечения 0S  

Приведем выражение (2.26) к более удобному для практического 
применения виду. 

 Рассмотрим сечение стержня произвольного очертания профиля  
(рис.2.29). Найдем момент элементарного усилия dSdF     относительно 

полюса À : 
  

.)( rdSdM                                                                                           (м) 
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 Так как 
 ,drdS                                           
 то 
 . ddM                                                                                                  (н) 

S
dS

à

â

0Ì
dS

r À

 
                            
                                                         Рис.2.29 
 
 Интегрируя (н), получим 

 
F

dM  .                                                                                               (о) 

 Подставляя в (о) значение   из формулы (2.26) и преобразовывая будем 
иметь 

 
F

îòñ dSEM ."'                                                                                       (п) 

 Учитывая, что îòñS   и d  являются функциями только дуги S , получим 
путем интегрирования по частям 

 .]["'








 
F

îòña
b

îòñ dSSEM                                                            (р) 

 Выражение ,0][ a
b

отсS   так как отсS  для точек a  и b  равен нулю. 

Дифференциал отсdS  получим, давая дуге S  приращение dS . Так как в этом 
случае отсеченная площадь уменьшается, то в выражении дифференциала 

отсdS  следует поставить знак «минус»: 
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 .dFdSdS îòñ    

 Подставляя это значение отсS  в (р), получим 

 
F

dFEM ."' 2                                                                                        (с) 

 Окончательно будем иметь 

 ,"' EJM                                                                                           (2.27) 
 откуда 

 ."'



EJ

M
                                                                                                    (т) 

 После подстановки значения "'  в выражение  (2.26) получим 

 .






 J

SM отс

                                                                                          (2.28) 

 Можно установить зависимость между бимоментом и изгибно-крутящим 
моментом продифференцировав выражение (2.24): 

 ."' 
  MEJ

dx

dB
                                                                               (2.29) 

 Из формул (2.24), (2.25) и (2.27), (2.28) следует, что определение ,B    

и M ,   не может быть осуществлено без уравнения угла закручивания 

 xf . Это положение также является одной из характерных  особенностей 
расчета тонкостенных стержней, работающих в условиях стесненного 
кручения. 
 
 
2.11 Дифференциальное уравнение угла закручивания стержня и его 
интегрирование 

 

 Для получения уравнения угла закручивания стержня используем 
уравнение (2.7) 

 MMÌ êð  0  

где êðM - момент относительно центра изгиба A . 

 Подставляя в это уравнение значение M  из  формулы (2.27) и значение 

0M  из  формулы (2.2), найдем 

 ,'"' êðk MGJEJ    

или  

 .'"' êðk MGJEJ                                                                          (2.30) 

 Продифференцировав равенство (2.30) по x , будем иметь 
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 ."
dx

dM
GJEJ êð

k
IV                                                                          (2.31) 

 Производная в правой части (2.31) представляет собой интенсивность m  
внешнего распределенного по стержню вдоль  оси x  крутящего момента: 

 .
dx

dM
m кр                                                                                             (2.32) 

 Поделим левую и правую части уравнения (2.31) на EJ  и введя 
обозначение 

 ,2

EJ

GJ
k k                                                                                               (2.33)  

получим  дифференциальное уравнение угла закручивания 

 ."2




EJ

m
kIV                                                                                   (2.34) 

 Решение (2.34) состоит из двух решений: первое – решение однородного 
уравнения, второе – частное решение уравнения (2.34), зависящее от вида 
правой части последнего. 
 Рассмотрим решение  однородного уравнения, которое соответствует 
случаю действия на стержень сосредоточенных крутящих моментов [4]. 
 Однородное уравнение имеет вид 

 .0'2   kIV
                                                                                         (2.35) 

 Решение такого уравнения ищется  в виде:  

.4321 CxCshkxCchkxC                                                          (2.36) 

Продифференцировав (2.36) три раза, получим: 

].["'

],["

,]['

21
3

21
2

321321

chkxCshkxCk

shkxCchkxCk

CchkxCshkxCkCkchkxCkshkxC













         (2.37) 

Подставляя найденные значения производных в выражения (2.2), (2.24) и (2.27) 
для 0M , Â , M , получим: 

3210 ][' CGJchkxCshkxCkGJGJM kkk   ;                                        (2.38) 

][" 21 shkxCchkxCGJEJB kk   ;                                                    (2.39) 

]["' 21 chkxCshkxCkGJEJM kk   .                                                 (2.40) 

Складывая (2.38) и (2.40), будем иметь 

30 CGJMMÌ kêð   .                                                                            (2.41) 
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Для определения коэффициентов 1Ñ , 2Ñ , 3Ñ  и 4Ñ  рассмотрим стержень 
постоянного сечения (рис.2.30).  

0êðM

1M

2M

iM

Î

1à

2à
ià

n

1

2

i

I
II

n

0

0

0

'

B




y

z

x

                                           Рис.2.30 
 

При 0x имеем начальные параметры: 0 - угол поворота начального 

сечения; '0 - первая производная от угла поворота; 0Â  - бимомент и 
0êðM  - 

крутящий момент в начале координат. На стержень действуют 
сосредоточенные моменты .,....,, 21 iMMM  Моменты принимаются 
положительными. 
 Подставляя 0x  в уравнения (2.36), первое из (2.37), (2.39) и (2.41), 
получим 

 ,'

,

320

210

CkC

CC







                  ,

,

10

30

CGJB

CGJM

k

kêð




                                         (2.42) 

 отсюда найдем 

 
;

;

0

3

0
1

k

кр

k

GJ

M
C

GJ

B
C





                   
.

;'
1

0
04

02
0

k

k

êð

GJ

B
C

GJ

M

k
C

















                                   (2.43) 

 Вводя найденные значения постоянных интегрирования в (2.36), получим 
уравнение угла закручивания для    участка стержня: 
 

.
)1(

' 0

000 





 


 k

shkx
x

GJ

M

GJ

chkx
B

k

shkx

k

êð

k

                              (2.44) 
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 Подставляя значения (2.43)    в первое уравнение (2.37), в (2.39) и (2.40) и 
вводя вместо 2k  его значение (2.33), найдем: 

 );1('' 0

00 chkx
GJ

M

GJ

kshkx
Bchkx

k

êð

k
I                                                  (2.45) 

 ;'
000 k

shkx
MchkxB

k

shkx
GJB êðkI

                                             (2.46) 

 
 .'

000 chkxMkshkxBchkxGJM êðkI
                                               (2.47) 

 
 Полученные уравнения (2.44), (2.46) и (2.47) позволяют при известных 
начальных параметрах построить эпюры 

I
BI  ,  и 

I
M  для первого участка. 

 Уравнение угла закручивания для ãîn   участка стержня составляется 
аналогично тому, как это делается при составлении универсального уравнения 
прогибов. В рассматриваемом случае также вместо абсциссы x  в уравнение 
(2.44) вводится  iax  , где ia - расстояние от начала координат до начала ãîn    
участка. 
 Будем учитывать, что в тонкостенных стержнях, наиболее часто 
встречающихся на практике, действие сосредоточенного бимомента 
встречается редко. Весьма редко может встретиться случай изменения скачком 
угла закручивания стержня. Учитывая сказанное, запишем уравнение угла 
закручивание для ãîn   участка в виде:   

.
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)1('
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1

0
00
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







 












 

n

i

i
i

k

i

k

êð

k
n

k

axshk
ax

GJ

Ì

k

sxkx
x

GJ

M
chkx

GJ

B

k

shkx

                     (2.48) 

 
 Так как на практике случай загружения стержня распределеным по длине 
крутящим моментом встречается редко, частное решение уравнения (2.31) 
рассматривать не будем. 

Итак, путем последовательного дифференцирования (2.48) с учетом 
полученных ранее уравнений (2.24) и (2.27) могут быть составлены общие 
уравнения  B,  и M  для любого участка стержня. 
 В эти уравнения войдут неизвестные начальные параметры, которые в 
каждом отдельном случае определяются исходя из граничных условий. 
 Если, например, один конец стержня свободен, а другой заделан, 
(рис. 2.31,а), то известными граничными условиями будут: 
 а. угол закручивания на заделанном конце стержня ;0l      
 б. производная ,0' l  так как для сечения в заделке перемещение 0u ,                      

               а оно связано с '  выражением   ;'r
S

u



              
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 в. на свободном конце стержня ,00 B  так как в торцовом сечении 

стержня   ,0  а  
F

dFB ;        

 г. 
0крM   известен как внешний сосредоточенный момент. 

 Неизвестные начальные параметры 0  и 0'  определяются в данном 
случае путем подстановки первого и второго граничных  условий в 
соответствующие уравнения для 0  и 0' . 
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Рис.2.31 
 

 Для шарнирно опертого стержня (рис. 2.31, б) можно считать, что 
опорные сечения не могут поворачиваться в плоскости zOy , так как такому 
повороту препятствуют элементы, прикрепленные к опорам (рис. 2.32). 
 
 

y

x

z

 
 
Рис.2.32 
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 Поэтому углы 00   и 0l ; равны нулю и бимоментны в обоих 

торцовых сечениях  стержня 00 B  и 0lB  так как в этих сечениях 0 . 

 Неизвестные начальные параметры 0'  и 
0êðM  для рассматриваемого 

стержня определяются в результате решения двух уравнений: 0l ; 0lB . 
 
 
2.12 Общий случай действия сил на тонкостенный стержень 

  

В этом случае сложного сопротивления задача решается на основе 
принципа независимости действия сил путем суммирования результатов, 
получаемых отдельно для каждого вида деформации. 

Общая формула нормальных напряжений запишется следующим 
образом: 

 .




J

B
z

J

M
y

J

M

F

N

y

y

z

z                                                          (2.49) 

Полное касательное напряжение  в исселдуемой точке в общем случае 
будет: 

 ,021                                                                                   (2.50) 

где   и 0  напряжения, возникающие при стесненном кручении и 
определяются по формулам 

 ;0
0  

dJ

M
               ;







 J

SM отс

  

 1  и 2  напряжения при поперечном изгибе, определяемые по формулам, 
аналогичным формуле Жуковского: 

 ;1 


z

отс
zy

J

SQ
             .2 


y

отс
yz

J

SQ
                                                           (2.51) 

 При вычислении 
отс

z
S  и отс

yS  часть сечения, расположенная по      одну 

сторону от исследуемой точки, отсекается     плоскостью, не перпендикулярной 
одной из главных     осей Oy  или Oz , а перпендикулярной линии контура 
сечения,  см. рис. 2.28. 

Напряжения 1  и 2  в рассматриваемом случае не будут параллельны 
осям Oy  и Oz , как это имело место не в тонкостенном стержне. Эти напряжения 
будут направлены вдоль средней линии каждого элемента сечения (рис. 2.28). 
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2.13 Пример расчета 
 
 Рассмотрим, в качестве примера стесненного кручения, балку, свободную 
на одном конце и защемленную на другом (рис. 2.33). На конце балки 
приложена сила P   с эксцентриситетотом e  (относительно центра изгиба), т.е. 
на конце балки приложен крутящий момент .

0
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Рис.2.33 
 
 

 Решение 
 Неизвестными начальными параметрами  в примере будут 0  и 0' . 
 Для их определения используем граничные условия: 
 1. 0lx  и 

 2. .0' lx  
 Применяем общее уравнение угла закручивания (2.44) 
 

 
 







 




k

shkx
x

GJ

M

GJ

chkx
B

k

shkx

k

êð

k

01
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 Для данного стержня  00 B , тогда для произвольного его сечения 
получим 
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 





 
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x
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êð0

00 '                                                              (а) 

и 

  chkx
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M
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êð  1'' 0

0 .                                                                      (б) 

 Используем второе граничное условие, подставив его в (б), найдем 

 ,0)1(' 0
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откуда 

 





 

chklGJ

M

k

êð 1
1' 0

0 .                                                                                   (г) 

 Вводя в уравнение (а) найденное значение 0'  и используя первое 
граничное условие, после преобразований получим 
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 Уравнение (а) после подстановки в него (г) и (д) примет вид 
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 Дифференцируя (е) последовательно, найдем 
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 С учетом значений производных (ж), (з), (и) получим по формулам (2.2), 
(2.24) и (2.27): 
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Момент, действующий на свободном конце стержня имеет знак «минус» 
в соответствии с принятым правилом знаков, т.е. 
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 .
0

PeM êð   

 Эпюры внутренних силовых факторов изображены на рис. 2.33. 
Наибольшее значение бимомента получили в заделке при lx  : 

.0

max
tgkl

k

M
B

кр    

 В этом же сечении действует наибольший изгибающий момент 

 .
max

PlM z   

 Наибольшее нормальное напряжение определим по формуле 

 ,max






W

B

W

M

z

z

u   

 где 
max



J

W   - секторальный момент сопротивления. 

 
 

Вопросы для самоконтроля: 
 

1.  Что такое депланация  поперечного сечения? 
2. Чем различаются свободное и стесненное кручения стержней? Какие   
    напряжения возникают в их поперечных сечениях? 
3. Как определяются напряжения и углы закручивания при кручении стержней  
со сплошным прямоугольным поперечным сечением? Напишите соот-            
ветствующие зависимости для сечения в виде узкого прямоугольника. 

4. Что такое секторальная координата точки тонкостенного стержня открытого  
    профиля?             

5. Как связаны депланации сечений стержня открытого профиля с функцией  
    углов закручивания? 
6. Как определяется положение центра изгиба и главной нулевой точки  
    отсчета? 
7. Какие напряжения и силовые факторы возникают в поперечном сечении  
    тонкостенного стержня открытого профиля при стесненном кручении? 
8. Почему задача о стесненном кручении статически неопределима и каков  
    общий порядок ее решения? 
9.   Перечислите основные допущения теории стесненного кручения 
      тонкостенных стержней открытого профиля? 
10. По какому закону распределяются напряжения   по сечению? 
11. Какие характеристики жесткости тонкостенного стержня при стесненном  
      кручении вы знаете? 
12. Запишите упрощенную универсальную формулу для углов закручивания и 

покажите на примере, из каких условий определяются начальные       
параметры. 
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3. РАСЧЕТ ТОЛСТОСТЕННЫХ ЦИЛИНДРОВ 

3.1 Толстостенный цилиндр, нагруженный внутренним и наружным 

давлением             

          В настоящей главе рассмотрена теория расчёта толстостенных 
цилиндров, нагруженных внешним или внутренним постоянным по длине 
давлением. 
 

 
           
 
 

Эта теория позволяет определять напряжения 
в трубах, цилиндрах машин, в напрессованных 
деталях и т.п., когда давление распределено 
равномерно и концевые эффекты, связанные, 
например, с наличием днищ, отсутствуют. Она 
пригодна также и для тех случаев, когда 
постоянное давление распределено только по части 
длины детали или когда концы цилиндра 
закреплены. В этих случаях теория даёт 
возможность установить лишь напряжения, 
возникающие на достаточном расстоянии от мест 
изменения давления или от концов цилиндра. 
          Цилиндр следует считать толстостенным, 
если толщина его стенки больше 1/10 среднего 
радиуса цилиндра. 
 Рассмотрим цилиндр с внутренним радиусом 

1r  и наружным 2r , находящийся под действием 

внутреннего давления 1p  и наружного 2p  (рис.3.1) 
[4].                 
 
                        

                       Рис.3.1 

 

 Вследствие осевой симметрии цилиндра и нагрузок напряжения и 
деформации также симметричны относительно его оси.       

Двумя сечениями, перпендикулярными к оси цилиндра и находящимися 
друг от друга на расстоянии равном 1, вырежем кольцо. 

В кольце выделим элемент abcd  двумя плоскостями, проходящими через 
ось цилиндра и образующими между собой угол d , и двумя соосными 
цилиндрическими поверхностями с радиусами r  и drr   (рис.3.2, а). 

1
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                                                           Рис.3.2 
 
Обозначим через r  радиальные напряжения,  − тангенциальные, 

окружные напряжения. 

 Элемент abcd  подвержен растяжению в двух взаимно перпенди-
кулярных направлениях. Касательные напряжения по граням элемента 
отсутствуют, элемент не перекашивается. Напряжения r  и   являются 
главными напряжениями (рис.3.2,б). 

Статическая сторона задачи. Так как все силы лежат в одной 
плоскости (рис.3.2,в) и пересекаются в одной точке (плоская система 
сходящихся сил), то для равновесия элемента необходимо выполнение условий 

0,0  YX . 
Ось x – биссектриса угла d ; ось y  перпендикулярна к оси x . 
Благодаря симметрии элемента второе  условие удовлетворяется 

тождественно, а первое имеет вид:      

         . .0
2

sin2))(( 
 

d
drddrrdrdX rrr  

После раскрытия скобок получим: 
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Принимаем  
22

sin
 dd

  вследствие малости угла d , пренебрегаем 

членом высшего порядка малости  drdd r  и делим оставшиеся члены на, 
drd , после этого получим  

  .0 
r

r

dr

d
r                                                                            (3.1) 

  Уравнение (3.1) содержит два неизвестных напряжения r  и  . Для их 
определения, придерживаясь общего плана решения статически неопределимых 
задач, рассмотрим  ещё геометрическую и физическую стороны задачи. 

  Геометрическая сторона задачи. Деформация элемента симметрична 
относительно оси z  и, поэтому вызовет радиальные перемещения всех точек 
цилиндра. Обозначим через u  радиальное перемещение цилиндрической 
поверхности радиуса r , duu   – то же поверхности радиуса drr    (рис.3.2,г). 
Абсолютное радиальное удлинение элемента dr  будет равно du , относитель-
ное удлинение 

 .
dr

du
r                                                                                                                        (3.2) 

  Найдём относительное удлинение в окружном направлении на радиусе r . 
Длина элемента по окружности радиуса r  после его приращения на величину 
u  равна   dur  , начальная длина была rd . Абсолютное приращение длины 
элемента на радиусе r  в окружном направлении: 

   udrddur  )( . 
  Окружное относительное удлинение: 

  
.
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  Физическая сторона задачи. Рассматриваемый элемент подвергается 
двустороннему растяжению, т.е. находится в плоском напряжённом состоянии. 
Для плоского напряжённого состояния закон Гука записывается в виде: 
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  Учитывая формулы (3.2) и (3.3), получаем  
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  Подставляя выражения (3.4) в уравнение (3.1) для определения 
перемещения u , получим линейное дифференциальное уравнение второго 
порядка с переменными коэффициентами (уравнение Эйлера): 

  0
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                                                                         (3.5) 

  Запишем это уравнение в виде  
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  и проинтегрировав его по r  последовательно два раза, найдём общее 
решение уравнения (3.5): 

      .
1

r
BAru                                                                                       (3.6) 

   Подставляя решение (3.6) в формулы (3.4), получим выражения для 
напряжений в точках на расстоянии r  от оси цилиндра: 
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  Постоянные интегрирования À  и Â  находим из условий для r  на 
внутренней и наружной поверхностях цилиндра. На внутренней поверхности 

11 )( prr r   , на наружной 22 )( prr r   .  
  Для определения постоянных À  и Â , согласно (3.7), получим следующие 

два уравнения: 
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  Решая эти уравнения относительно À  и Â , найдём, что 
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  Подставляя значения À  и Â  в (3.6), (3.7), и (3.8), получим формулы Ламе 
для определения радиального перемещения и напряжений: 
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  Складывая (3.10) и (3.11), получим 

   .constr    
  Относительная деформация рассматриваемого кольца в направлении оси 

z  цилиндра также постоянна на любом радиусе, т.е.: 

   .)( const
E rz    

 На основании этого цилиндр можно рассматривать как составленный из 
отдельных колец, нанизанных на ось. Поперечные сечения цилиндра при 
деформации остаются плоскими. 

При наличии днищ у цилиндра он будет воспринимать кроме радиальных 
давлений ещё и продольную силу N. В его поперечных сечениях возникнет 
напряжение  
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N
z 




 ;                                                                              (3.12) 

и к радиальному перемещению (формула 3.9) добавится слагаемое 

r
E

u z .                                                                                        (3.13) 

Напряжения r  и   при этом не изменяются.  

Все полученные формулы для деформаций и напряжений справедливы 
для сечений, достаточно удалённых от днищ. 
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3.2 Частичные случаи 
 

3.2.1  Цилиндр нагружен только внутренним давлением [12] 
 

В этом случае: .0; 21  ppp   Формулы (3.9─3.11) для напряжений и 
радиального перемещения примут вид: 
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E
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
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
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
                                              (3.16) 

Напряжение r  сжимающее, а  − растягивающее, наибольшие значения 

r  и   будет у внутренней поверхности цилиндра ( при 1rr  ): 

  prrr  1
 ; 

  p
k

k
rr 2

2

1

1
1 


 , где    

2

1

r

r
k  .                                                            (3.17) 

Радиальное перемещение у внутренней поверхности (увеличение внут-
реннего радиуса) 

p
k

k

E

r
u rr 













 
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1

1

1
1 .                                                                       (3.18) 

Соответствующие формулы получим для r ,   и  u
 
у наружной поверх-

ности: 

  0
2
rrr ; 

  p
k

k
rr 2

2

1

2
2 
 ;                                                                                   (3.19) 



 69

p
k

k

E

r
u rr 2

2
2

1

2
2 

 .                                                                                 (3.20) 

На рис. 3.3 приведены эпюры напряжений r  и   при 5,0k . 
Напряжения изменяются по гиперболическому  закону. Опасной является 
точка, лежащая у внутренней поверхности цилиндра. 

 
         Эквивалентное напряжение в опасной точке, 
вычисленное по теории прочности О.Мора, равно 

         ,
1

1
2

2














   k

k
prýêâ  

где   
 
  

ñæ

ð




  коэффициент неравнопрочности 

материала. 

         

               Рис. 3.3 
 
Определим допускаемое внутреннее давление в цилиндре при безгранич-

ном увеличении толщины стенки. Полагая 2r  и принимая 0k , по фор-
мулам (3.17) получим 

  prrr  1
 , 

  prr  1 . 

 
По третьей теории прочности  

  
 31экв , 

принимая   prr   11   и   prrr   13  , получим  p2 , отсюда 

 
2


p . 

 

Цилиндр с толстой стенкой не допускает внутреннего давления, 
большего 
определённой величины. Увеличение толщины стенки цилиндра не всегда 
является эффективным способом увеличения прочности. 

p

p67,1

p

p67,0

r
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3.2.2 Цилиндр нагружен только внешним давлением [15]  

Тогда .0; 12  ppp  Формулы для напряжений и формула для радиаль-
ного перемещения принимают вид: 
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Оба напряжения в радиальном и окружном направлениях отрицательные, 

по модулю r  , радиальное перемещение направлено к оси Z цилиндра – 
радиусы уменьшаются. 

У внутренней поверхности цилиндра  1rr  :  

  0
1
rrr ;     

  p
krr 21

2
1 

 ;                                                                            (3.24) 
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У наружной поверхности цилиндра  2rr  : 
 

  prrr  2
 ; 
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           (3.26)
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На рис. 3.4 приведены эпюры r  и  при 5,0
2

1 
r

r
k .  Наибольшего по 

абсолютной величине значения напряжения   достигают у внутренней 
поверхности цилиндра. На этой же поверхности находится и опасная точка. 

 

                              
         Эквивалентное напряжение в опасной точке, 
вычисленное по теории прочности О.Мора, равно 

       

            .
1

2
2k

pýêâ 


   

  

 
 
                              Рис. 3.4 

Уменьшение наружного радиуса цилиндра без внутреннего отверстия 
получим при  01 r   и 2rr  :  

  12
2 E

pr
u rr .                                                                              (3.28) 

 
Прочность цилиндра, работающего при внутреннем давлении, с  увели-

чением толщины стенки возрастает только до определённого предела. Выше 
было показано, что ни при каком увеличении толщины стенки цилиндра его 

нельзя изготовить на давление большее, чем  
 
2


p . 

Это объясняется тем, что с увеличением радиуса r  напряжения r  и   
быстро убывают и материал наружных слоёв цилиндра работает неэффективно. 
Распределение напряжений можно улучшить, разгрузив внутренние слои за 
счёт более интенсивного использования наружных. Для этого делают цилиндр 
составным, надев один цилиндр на другой с натягом (с помощью горячей 
посадки). В составных цилиндрах величина допускаемого внутреннего 
давления может быть значительно больше, чем в цельном цилиндре. 

 

 

r



p

p67,2
p67,1

p
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Вопросы для самоконтроля: 

1. Какой цилиндр называется толстостенным? 

2. По каким формулам определяются напряжения r  и   в толстостенных 
цилиндрах? 

3. Как влияет на сумму напряжений  r  в точке толстостенного  
цилиндра расстояние от этой точки до оси цилиндра? 

4. Какие знаки имеют напряжения r  и   при действии на цилиндр 
внутреннего давления и какие – при действии наружного давления? 

5. Что представляет собой составной толстостенный цилиндр? Как он 
изготовляется и каковы его преимущества по сравнению со сплошным 
толстостенным цилиндром? 
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4. РАСЧЕТ ВРАЩАЮЩИХСЯ ДИСКОВ ПОСТОЯННОЙ ТОЛЩИНЫ 
 

Диски применяются в паровых и газовых турбинах, в компрессорах, 
вентиляторах и машинах химической промышленности. Действующие на диски 
нагрузки и температуры вызывают растяжение и изгиб дисков. Центробежные 
силы и температурные поля симметричны относительно оси диска, поэтому и 
напряжения, возникающие в диске, являются функциями только расстояния от 
оси вращения. 
 
 
4.1 Напряжения и деформации в дисках при действии центробежных сил 
 

Рассмотрим диск постоянной толщины, нагруженный силами, параллель-
ными его срединной плоскости и равномерно распределенными по его толщине 
[4, 12].  
         

z r
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    ddrrd rr 

hdr
 
                                                                             Рис. 4.1 
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Будем считать, что диск тонкий и вследствие этого напряжения по его толщине 
hне изменяются, а в направлениях параллельных оси, вообще отсутствуют 
( 0z ), т. е. задача относится к задачам о плоском напряженном состоянии. 
 Рассмотрим вращающийся диск постоянной толщины h , имеющей 

центральное отверстие; введем параметры: 
g


 – удельная масса материала  

диска;    – угловая скорость вращения (рис. 4.1, а). Вырежем элемент диска 
(рис. 4.1, б). На элемент (помимо сил, действующих по граням) действуют силы 
инерции в виде центробежной силы, распределенной по всему объему и приво- 
дящейся к равнодействующей 

rdrhrd
g

rdm 22   . 

Центробежная сила лежит в срединной плоскости и направлена вдоль радиуса 
от оси вращения (рис. 4.1, в) 
Составим уравнение равновесия 0X : 

    0
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sin2 2  rdrhrd
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d
hdrhrdddrrhd rrr    

Окончательно получим 
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d
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 .              (4.1) 

Геометрические и физические уравнения: 
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Дифференциальное уравнение для радиальных перемещений точек диска 
примет вид: 
 

r
gEr

u
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rdr

ud 2
2

22

2 11 



 .                                                      (4.4) 

Запишем это уравнение в виде 
 

  
 

r
gEdr
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Проинтегрировав последовательно (4.5) два раза, найдем, что 
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1 8
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B
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
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 .                                                                 (4.6) 

Внося это решение в выражения (4.3) для напряжений, получим 
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B
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где  11 1
,

1
B

E
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E
A

 



 . 

 
Постоянные À  и Â  (а, следовательно, 1À  и 1Â ) определяются из граничных 
условий: 

при 1rr  ,   
1rr   ; 

при 2rr  ,  
2rr   , так как чаще всего известны радиальные напряжения 

на наружном и внутреннем контурах диска.       
В соответствии с (4.7) эти условия дают два уравнения: 
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решая которые относительно À  и Â , найдем: 
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Если на наружном и внутреннем контурах диска напряжения отсутствуют, т.е. 
0

2
r  и 0
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Подставляя последние значения À  и Â в формулы (4.7) и (4.8), получим: 
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Вводя обозначения: 
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формулы (4.13) и (4.14) можно записать так: 
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Напряжение r  положительно и достигает наибольшей величины при  

2

1

r

r
k  , т.е.  


maxr  21 kc  .                                                                         (4.18) 

Напряжение   при всех значениях   также положительно и достигает 
наибольшей величины у внутреннего края диска (при k ): 
 


max   212 kmc  .                                                                           (4.19) 

 
Сравнивая (4.18) и (4.19), убеждаемся, что 

max всегда больше 
maxr . 

Распределение напряжений r  и   вдоль радиуса диска с отверстием при  

2,0k  и 3,0  показано на рис. 4.2  [12]. 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.2 
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Поэтому при проверке прочности диска по 4-ой теории условие прочности 
должно быть записано в виде 

IVэкв 
max   212 kmc     .                                                 (4.20) 

В случае хрупких материалов проверку следует проводить по теории Мора, 

которая при 3 0r  приводит к формуле (4.20). 

Для сплошного диска (без отверстия) r  и   получают из формул (4.7) и 

(4.8), если принять во внимание, что на оси диска (при 0r ) напряжения 
должны иметь конечные значения. Для выполнения этого условия постоянную 
B следует положить равной нулю, и тогда: 

22

8

3
r

g
Ar  


 ;                                                                          (4.21) 

22

8

31
r

g
A  


 .                                                                         (4.22)  

Постоянную À  найдем из граничных условий на наружном контуре при 2rr  , 
полагая, что диск подвержен действию только инерционных сил собственной 
массы, вызванных его вращением, а внешняя нагрузка на наружном контуре 
отсутствует, т.е. 0

2
r . Тогда по формуле (4.21), 

2
2

2

8

3
r

g
À 




 .                                                                                  (4.23) 

Подставляя значение À  в (4.21) и (4.22), имеем: 

r   ;1 2 c                                                                                            (4.24) 

   .1 2mc                                                                                            (4.25) 
Оба напряжения положительны при всех значениях   и увеличиваются по 
мере приближения к оси диска.   
На оси диска, при 0  

2
2

2

8

3
maxmax

r
g

cr   


                       (4.26) 

По найденным напряжениям легко определить перемещения и деформации в 
диске. 
Наибольший интерес представляет радиальное перемещение и равное ему 
увеличение радиуса. Согласно одному из выражений (4.2): 
 

ru  , но  

 rE
  

1
, то                        (4.27) 

  .rE

r
u                                          
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Для определения перемещения на наружном контуре и равного ему увеличения 
радиуса в (4.27) нужно подставить 2rr  , 

2    и 
2rr   . 

 
 
4.2 Напряжения и деформации в дисках при неравномерном нагреве 
 
В случае неравномерного нагрева диска к напряжениям, вызванным 
центробежными силами его собственной массы и контурным нагрузкам, 
прибавляются температурные напряжения. Ход решения при определении 
температурных напряжений аналогичен только что рассмотренному. Уравнение 
равновесия получим из уравнения (4.1), положив 0 . Решение 
температурной задачи дает следующие результаты для напряжений: 

  Er
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r

D
Cr 
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2 3 
 ;                                                                      (4.28) 
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Радиальное перемещение при этом будет 
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В формулах (4.28) – (4.30) 















12

1
*

11 rr

rT
C

E
C


 ; 

11
D

E
D


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Постоянные C  и D  могут быть определены из граничных условий: 
при 1rr  ,   0r ; 

при 2rr  ,  0r . 
При решении температурной задачи полагали, что температура изменяется по 
линейному закону вдоль радиуса диска (рис. 4.3), и закон ее изменения 
записывается в виде: 
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rr

rr
TT




 . 

 
 
 
 
                      
                                                            Рис. 4.3 
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Модуль упругости и коэффициент Пуассона считали постоянными, не 
зависящими от температуры и равными их значениям при средней температуре 
диска. 

В случае совместного действия центробежных сил и температуры, 
изменяющейся линейно вдоль радиуса, напряжения от этих воздействий 
суммируются. Сложив правые части выражений (4.7) и (4.28), а также  
(4.8) и (4.29), будем иметь: 
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L
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где CAK  , DBL  – новые постоянные, которые также определяются из  
граничных условий. 
 
 
4.3 Пример расчета 
 
Вычислить напряжения во вращающемся и неравномерно нагретом диске 
постоянной толщины с центральным отверстием (рис. 4.4)  [15]. 

Наружный диаметр диска 5002 d  мм, диаметр отверстия 1001 d  мм, 
толщина диска 10h  мм, частота вращения 3000n  об/мин. 
На единицу длины наружного контура диска при этом числе оборотов 

действуют центробежные силы обода и лопаток 
м

Мн
Pr 1,0

2
 , внутренний 

контур диска считать свободным. 

Температура у внутреннего контура CT 2001  , а у наружного CT 3002   и 
изменяется вдоль радиуса по линейному закону. Материал диска – сталь с  

5102 E  МПа;  3,0 ;  5,78  3м

кН
;  

град

1
10125 7 . 

CT 2001 
CT 3002 

2r
P2r

P

1r
2r
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Рис. 4.4 

 
 

Для вычисления r  и   воспользуемся формулами (4.31) и (4.32). 
Подсчитаем входящие в эти формулы величины: 
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Подставив эти величины в (4.31) и (4.32), получим 

rr
r

L
Kr 416325 2

2
 ; 

rr
r

L
K 833187 2

2
 . 
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Постоянные K  и L  найдем из граничных условий: 
при 51  rr  см,   0

1
 rr  ; 

при 252  rr см,  

101010
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101,0
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6
6

2

2
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


м

H

h

Pr
rr   а . 

Эти условия дают следующие два уравнения: 
 

25,041625,0325
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10 2
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K  
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8310625 4   LK  ;10945 4  

.105401025 44   LK  
 
Решив систему уравнений, находим: 
 

139K  а ; 4102935 L  .2ма   
 
Уравнения для определения напряжений принимают следующий вид: 
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Подсчитаем среднее значение радиуса r : 
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5615 rr  а ;    1025 rr  а . 

 
Вычислим  :  

21405,083305,0187
05,0
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5 





r  а ; 

2315 r  а ;    8025 r  а . 

Эпюры напряжений r  и   представлены на рис. 4.4. 
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Вопросы для самоконтроля: 
 

1. Поясните суть принципа Даламбера. 
2. Как определяется интенсивность погонной инерционной нагрузки? 
3. Как определяется интенсивность инерционной центробежной силы, 

возникающей при равномерном вращении диска? 
4. В каком напряженном состоянии находится элемент диска, вырезанный 

двумя плоскостями, проходящими через ось диска, и двумя соосными 
цилиндрическими поверхностями? 

5. Какими зависимостями связаны деформации и перемещения в вращаю- 
щихся дисках? 

6. Сформулируйте закон Гука и напишите его математическое выражение 
для случая плоского напряженного состояния. 

7. Изобразите эпюры напряжений r  и   для ненагретого диска с 
центробежным отверстием и свободного от напряжений на наружном и 
внутреннем контурах. Какие знаки имеют эти напряжения? 

8. Какие были сделаны предположения при получении формул r  и  , 
возникающих в дисках при температурном воздействии?    
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5. КОНТАКТНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ 
 

      Передача давления от одной части конструкции на другую происходит 
обычно по очень небольшой по сравнению с размерами соприкасающихся 
элементов площадке. Материал около этой площадки испытывает объемное 
напряженное состояние, причем распределение напряжений оказывается 
сложным и поддается исследованию лишь методами теории упругости. Эти 
напряжения называются контактными. Величина их очень быстро убывает при 
удалении от площади  соприкасания, поэтому эти напряжения так же 
называются местными. Контактные напряжения испытывают элементы 
шариковых и роликовых подшипников, зубья зубчатых колес, элементы 
кулачковых механизмов, колёса подвижного состава, рельсы и т.д.   
      Впервые правильное решение контактной задачи дано в работах 
немецкого физика Г. Герца в 1881-1882 гг. в предположении, что в зоне 
контакта создаются только упругие деформации, подчиняющиеся закону Гука, 
площадки контакта малы по сравнению с поверхностями соприкасающихся тел 
и силы давления, распределенные по поверхностям контакта, перпендикулярны 
к этим поверхностям. 
 Приведем результаты определения контактных напряжений [12]. 

 
5.1 Сжатие шаров 
 

 Два шара радиусами 1R  и 2R  с первоначальным касанием в точке сжаты 
силами P  (рис 5.1). Образовавшаяся при этом круговая площадка контакта 
имеет радиус  

  
 

3
11

11

21

2188,0
RR

EEPa




 ,            (5.1)                   

 
где  Е1 и Е2 – модули упругости 
материалов шаров. 
         
 
 
 
 
 
 
 
 

                                     
                                        Рис 5.1  
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 По площадке контакта нормальные напряжения распределены по 
полусфере. Наибольшее нормальное напряжение действует в центре площадки 
контакта: 
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два других главных напряжения в центре площадки 

 max21 8,0   . 

Материал в центре площадки контакта испытывает напряженное состояние, 
близкое к равномерному сжатию. Благодаря этому в зоне контакта материал 
может выдержать без появления остаточных деформаций большие давления 
(порядка нескольких тысяч МПа). 

      Наиболее опасная точка располагается на оси Z на глубине, примерно 
равной половине радиуса площадки контакта. Главные напряжения в этой 
точке   

 ,8,0

;18,0

max3

max21







                                                                             (5.3) 

где max  – наибольшее напряжение в центре площадки контакта, определяемое 
по формуле (5.2). 
      Наибольшее касательное напряжение в опасной точке 

 
max

31
max 31,0

2
 


                                                             (5.4) 

      В случае соприкосновения шара с вогнутой сферической поверхностью  
(рис. 5.2) максимальные напряжения вычисляются по формуле: 
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                                         Рис 5.2 
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При взаимодействии шара с плоскостью (R2 = ∞) (рис 5.3), имеем 
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           Рис 5.3 
 
5.2 Сжатие цилиндров 

 
      При соприкосновении двух цилиндров с параллельными образующими 
первоначальный контакт их происходит по прямой линии (рис 5.4). В 
результате действия на каждый цилиндр равномерно распределенной нагрузки 
интенсивности q площадка контакта имеет вид узкого прямоугольника, ширина 
которого вычисляется по формуле 
 

z

1R

2Rb

q

q

 
                    
                                                   Рис 5.4 
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Наибольшее напряжение, действующее в точках оси площадки контакта, 
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      Опасная точка расположена на оси Z на глубине, равной b4,0 . Главные 
напряжения в этой точке имеют значения: 
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                                                                                                    (5.9) 

      Наибольшее касательное напряжение в опасной точке 

 .3,0 maxmax        (5.10) 
      В случае давления цилиндра на деталь с вогнутой цилиндрической 
поверхностью максимальные напряжения вычисляются по формуле (5.8), но 
знак при R2 изменяется на противоположный. 

      При взаимном давление цилиндра и плоскости max  также вычисляется по 
формуле (5.8) при R2 = ∞. 
      Приводимые формулы получены при коэффициенте Пуассона μ = 0,3, но 
при практических расчетах они могут быть использованы и при других 
значениях μ . 
 
5.3 Общий случай контакта двух тел 

 
          Рассмотрим два тела из одинакового 
материала, имеющие в точке касания общую 
касательную плоскость АВ и общую нормаль Z, 
вдоль которой направлены силы Р(рис. 5.5).  
          Обозначим радиусы кривизны в точке 
касания первого тела 1  и '1 , второго тела – 2  
и '2 , причем '11   ; '22   . Отметим, что 
главными кривизнами называют наибольшую и 
наименьшую кривизны, расположенные в двух 
взаимно перпендикулярных плоскостях, 
проходящих через центр кривизны. Радиусы 
кривизны считаются положительными, если 
центры кривизны лежат внутри тела. Обозначим 
через φ угол между главными плоскостями 
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кривизны тел, в которых лежат меньшие радиусы ρ1 и ρ2. 
      В общем случае площадка контакта ограничена эллипсом с полуосями 
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      Коэффициенты α и β, значения которых приведены в таблице 5.1, 
являются функциями вспомогательного угла  , вычисляемого по формуле 
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Таблица 5.1  

Коэффициенты α и β в зависимости от   

     0 α β   0 α β 

20 3,778 0,408 60 1,486 0,717 
30 2,731 0,493 65 1,378 0,759 
35 2,397 0,530 70 1,284 0,802 
40 2,136 0,567 75 1,202 0,846 
45 1,926 0,604 80 1,128 0,893 
50 1,754 0,641 85 1,061 0,944 
55 1,611 0,678 90 1,000 1,000 

 
      Знак числителя в формуле (5.13) выбирают так, чтобы cosψ был 
положительным. 
      Наибольшее напряжение сжатия в центре площадки контакта  

 
.5,1max ba

P





      (5.14) 

Опасная точка расположена на оси Z на глубине, зависящей от отношения ab  
полуосей эллиптической площадки контакта. Наибольшее касательное 
напряжение в опасной точке 

 maxmax 32,0   ;                                        (5.15) 

и не зависит от отношения  ab . 
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      Приводимые формулы показывают, что контактные напряжения зависят 
от упругих свойств материалов и не являются линейной функцией нагрузки, с 
ростом сил нарастая все медленнее. Это объясняется тем, что с увеличением 
нагрузки увеличиваются и размеры площадки контакта. 
 
5.4 Проверка прочности по контактным напряжениям 

 
      Проверку прочности при контактных напряжениях следует производить 
по третьей или четвертой теориям прочности 
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Выражая главные напряжения через max  в центре площадки контакта, условия 
прочности можно записать в виде: 
 

 
  ,max  mýêâ                                                                                   (5.16) 

 
откуда  
 

 
    ,

1
max êîíòm

 
                                                                             

(5.17) 

 

где  êîíò  – допускаемое контактное напряжение. 
 
Значения коэффициента m в зависимости от отношений полуосей  эллипти-
ческой площадки контакта и выбранной теории прочности приведены в таб-
лице 5.2. 
 

Таблица 5.2 

Коэффициент m в зависимости от отношения  ab  и номера теории прочности. 

 

ab  
max


IIIýêâm  

max


IVýêâm  

1 (круг) 0,620 0,620 
0,75 0,625 0,617 
0,50 0,649 0,611 
0,25 0,646 0,587 

0 (полоса) 0,630 0,557 



 89

Порядок расчета на прочность элементов конструкции в местах контакта: 

1. Определить главные радиусы кривизны контактирующих тел 1 , '1 , 2 , 

'2  и  угол   между главными плоскостями кривизны тел. 
2. Вычислить по формулам (5.11) и (5.12) с учетом формулы (5.13) размеры 

полуосей эллиптической площадки контакта. 

3. Определить по формуле (5.14) наибольшее напряжение сжатия max  в 
центре площадки контакта. В случае круглой и прямоугольной площадок 

контакта max  вычисляют по формулам (5.2) или (5.8), не определяя 
размеров площадки. 

4. Расчет на прочность производить по формуле (5.17). Значения коэф-
фициента m берут из табл. 5.2. При этом рекомендуется  исходить из 
четвертой теории прочности. 
       В табл.5.3. приведены значения наибольших допустимых напряжений 
на площадке контакта при первоначальном контакте по линии (m = 0.557) 
и статическом характере действии нагрузки [12].                                                            

 
Таблица 5.3  

          Допускаемое контактное напряжение различных марок стали и чугуна 

Марка 
металла 

Предел 

прочности b , 

МПА 

Твердость по 
Бринеллю, НВ 

Допускаемое 
наибольшее напряжение 
на площадке контакта 

 êîíò , МПа 

Сталь:    
30 480-600 180 850-1050 
40 570-700 200 1000-1350 
50 630-800 230 1050-1400 

50Г 650-850 240 1100-1450 
15Х 620-750 240 1050-1600 
20Х 700-850 240 1200-1450 

15ХФ 1600-1800 240 1350-1600 
ШХ15 – – 3800 

Чугун:    
СЧ21 960 180-207 800-900 
СЧ24 1000 187-217 900-1000 
СЧ28 1100 170-241 1000-1100 
СЧ32 1200 170-241 1100-1200 
СЧ35 1300 197-255 1200-1300 
СЧ38 1400 197-255 1300-1400 

 

 В случае первоначального контакта  в точке значения   êîíò  следует 
увеличить в 1.3 – 1.4 раза. 
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5.5 Пример расчета 
 

 Предполагая статическое действие нагрузки для радиального 
однорядного шарикового подшипника (рис.5.6.) , определить размеры 
эллиптической площадки контакта наиболее нагруженного шарика с 
дорожками качения внутреннего и наружного колец и наибольшее напряжение 
на площадке контакта. 
 

 Размеры подшипника: 

 - внутренний диаметр  d = 130 мм, 
 - наружный диаметрD  = 280 мм, 
 - ширина Â = 58 мм, 

 - диаметр шарика   ød = 44,5 мм,  

 - радиус наименьшей окружности дорожки 

качения внутреннего кольца ÂR = 80 мм, 
 - радиус наибольшей окружности дорожки 

качения  наружного кольца  HR = 125мм, 
 - радиус поперечного профиля дорожки 
качения   r

 
= 23,4 мм. 

  
 
                        

                        Рис. 5.6 
 
 

Наибольшее расчетное давление на шарик  Р = 40кН.                       
Материал шариков и колец – хромистая сталь. Модуль упругости 

51012,2 E МПа , коэффициент Пуассона  μ = 0,3. Допускаемое значение для 

наибольшего напряжения в месте контакта  êîíò = 5000 МПа. 
           
 

Решение: 

1. Главные радиусы кривизны поверхностей тел в точках 1Ñ и 2Ñ  их перво-
начального касания: 
для шарика 

ød
2

1
1  = 22,25 мм;  ød

2

1
'1  = 22,25 мм; 

для внутренней дорожки качения 
 r2 23,4 мм;  ÂR'2 80 мм; 

для наружной дорожки качения 
 r2 23,4 мм;  HR'2 125 мм. 

D

d
ÂR

HR

Â

1
ñ

2
ñ

ød
r
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2. Рассмотрим контакт шарика с внутренней дорожкой качения. 

 Формула (5.13) при '11   принимает вид 
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Следовательно .18,22   
 По табл. 5.1 и произведя линейную интерполяцию, находим, что  

.427,0;550,3    
По формулам (5.11) и (5.12) определяем размеры площадки касания: 
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Максимальное напряжение на площадке контакта 
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3. Аналогично в месте контакта шарика с внешней дорожкой качения имеем 
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следовательно .'3026   
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По табл. 5.1 интерполируя, находим, что  .463,0;097,3    

Тогда 
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Наибольшее напряжение на площадке контакта 
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Видно, что наиболее опасной является точка 1Ñ . В точках 1Ñ и 2Ñ  max  меньше 

 êîíò  = 5000 МПа, следовательно, прочность узла обеспечена. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вопросы для самоконтроля: 

 
1. Что такое контактные напряжения? 
2. Чем объясняется способность материала воспринимать достаточно высокие 

сжимающие напряжения в зоне контакта двух сдавленных тел без разрушения? 
3. Поясните принцип локальности эффекта самоуравновешенных внешних 

нагрузок. 
4. От каких параметров зависят значения наибольших нормальных напряжений в 

случае первоначального контакта тел по точке и линии? 
5. Какие предпосылки положены в основу контактной задачи? 

6. Как распределяются ê  при контакте тел по площадкам в виде круга и узкой 
полосы? 

7. От каких параметров зависят величины полуосей эллиптической площадки 
контакта? 

8. Какие теории прочности используются при проверке прочности по контактным 
напряжениям? 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
  
          Пособие предназначено для студентов, обучающихся по специальности 
190201 «Автомобиле − и тракторостроение», и написано в соответствии с ра- 
бочей программой курса «Спецглавы по сопротивлению материалов». 
 Наряду с традиционными вопросами, обычно помещаемыми в 
обязательный курс сопротивления материалов, в пособии рассмотрены 
специфические задачи, характерные для конструкций автомобилей, тракторов, 
самолетов и т. д. Особое внимание уделено тонкостенным элементам – 
тонкостенным стержням и вращающимся дискам, теория напряженно-
деформированного состояния которых более сложна, чем теория напряженного 
состояния стержня.  
 В первом разделе рассмотрены задачи изгиба призматических стержней. 
Подробно разобраны задачи изгиба стержней равного сопротивления.  
 Во втором разделе изложена теория кручения тонкостенных стержней 
открытого профиля. Вопрос представляется важным при проектировании 
тонкостенных конструкций, которые являются составляющими частями 
автомобилей, самолетов и т. д. 
 В третьем разделе представлена  теория напряженно-деформированного 
состояния толстостенных цилиндров.  
 В четвертом разделе уделено внимание динамическим напряжениям, 
возникающим во вращающихся дисках под действием сил инерции и 
напряжениям от неравномерного нагрева.  
 В пятом разделе рассмотрена контактная задача. Изложен порядок 
вычисления напряжений, возникающих при нажатии одной части конструкции 
на другую в месте их соприкасания. 
 При написании пособия использованы литературные источники, 
перечисленные в библиографическом списке.  
 В каждом разделе дан полный разбор задач, представляющих 
практический интерес.  
 Приводимые в конце каждого раздела вопросы служат для проверки 
усвоения пройденного теоретического материала. На каждый поставленный 
вопрос нужно дать полную четкую формулировку ответа. Правильность 
ответов необходимо тщательно проверять по пройденному тексту. При 
решении задач студент не должен торопиться с использованием чисел. Надо 
стремиться к получению решения задачи в алгебраическом виде. Студент 
должен видеть в формулах отражение физической стороны явления при разных 
деформациях и одновременно хорошо знать свойства реальных материалов. 
Однако, доведение решения задачи до числового результата обязательно. 
 Глубокое знание свойств применяемых материалов и ясное 
представление о распределении напряжений в элементах конструкции 
позволяет инженеру успешно решать практические задачи.  
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СЛОВАРЬ 

 
1. Галтель – переходное закругление от одной поверхности детали к другой.  
    Благодаря галтели повышается прочность детали, снижаются напряжения в  
    материале в месте резкого перехода, например от тонких сечений к толстым. 
 
2. Гипотеза – предположительное суждение о закономерной (причинной) связи  
    явлений; форма развития науки. 
 
3. Гипотеза плоских сечений, гипотеза Бернулли: поперечные сечения стер- 
    жня остаются плоскими и перпендикулярными оси стержня и после его де- 
    формирования.  
  
4. Депланация сечений – коробление плоских сечений, связанное с перемеще- 
    нием точек из плоскости поперечного сечения вдоль оси стержня.  
 
5. Деформация – изменение взаимного расположения точек твердого тела, при  
    котором меняется расстояние между ними, в результате внешних воздейст-  
    вий. Деформация называется упругой, если она исчезает после удаления 
    воздействия, и  пластичной, если она полностью не исчезает. Наиболее прос-  
    тые виды деформации – растяжение, сжатие, изгиб, кручение. 
 
6. Деформируемое тело − среда, у которой её материальные точки могут изме- 
    нять свои относительные положения и взаимодействуют между собой.           
    Процесс изменения взаимного положения точек носит название деформации. 
 
7. Деформированным состоянием тела называется совокупность линейных и         
    угловых деформаций для всех точек тела и любых направлений. 
 
8. Диск – плоский круг, круглая пластинка.  
 
9. Жесткость – характеристика элемента конструкции, определяющая его спо- 
    собность сопротивляться деформации (растяжению, изгибу, кручения и т. д.);   
    зависит от геометрических характеристик сечения и физических свойств ма- 
    териала (модулей упругости). 
 
10. Закон Гука – закон, устанавливающий прямую пропорциональность между  
     нагрузкой и вызванной ею деформацией. На опыте определяется для боль-  
     шинства упругих тел, но лишь до известного предела загружения. Наивыс- 
     шее напряжение, до которого закон Гука справедлив, называется пределом 
     пропорциональности. Различают закон Гука при растяжении - сжатии и при    
     сдвиге. 
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11. Закон парности касательных напряжений – закон, устанавливающий      
      связь между касательными напряжениями, действующими по двум взаимно  
      перпендикулярным площадкам.  
 
12. Запасом прочности (коэффициентом запаса) по растягивающим (сжимаю- 
     щим) напряжениям деформируемого тела называется число, показывающее          
     во сколько раз необходимо увеличить внешние нагрузки (все или часть из   
     них при фиксированных остальных), чтобы максимальные растягивающие  
     (сжимающие) напряжения стали равными предельным напряжениям при         
     растяжении (сжатии). 
 
13. Идеально упругий материал − материал, обладающий способностью пол- 
     ностью восстанавливать свои форму и размеры после устранения нагрузок. 
 
14. Консоль – выступающая за опору часть балки. Консолями называют также  
     балки, защемленные одним концом и свободным другим. 
 
15. Контактные напряжения − напряжения, возникающие в месте ограничен- 
     ного соприкосновения (контакта) двух нагруженных деталей машин или соо- 
     ружений.  
 
16. Моменты инерции некруглого сечения при кручении ( kJ ) – геометри-   
       ческая характеристика сечения, выполняющая ту же роль, что и  полярный   
       момент инерции для стержня с круглым поперечным сечением. 
 
17. Напряжение – это предел отношения силы, действующей на элемент  
       площадки сечения тела, к площади элемента при стремлении площади  
       элемента к нулю. Возникают в теле в результате приложения нагрузки или  
       вследствие изменения температурного режима.  
 
18. Напряженным состоянием тела называется множество векторов напря- 
      жений во всех точках тела и для любых площадок.  
      Совокупность напряжённого и деформированного состояний называется       
      напряжённо − деформированным состоянием, а деформации и напряжения− 
      его компонентами. Вектор напряжения принято раскладывать на составляю- 
      щие.    
 
19. Принцип независимости действия сил – сущность его заключается в том,  
       что какая-либо величина (прогиб, реакция) от действия группы сил может  
       быть получена как сумма величин, найденных от действия каждой силы в  
       отдельности.  
 
20. Принцип Сен-Венана – принцип локальности эффекта самоуравновешен-  
       ных внешних нагрузок, согласно которому, если к малой части тела     
       приложена система взаимно уравновешенных сил, то она вызывает лишь  
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       местные напряжения, быстро убывающие по мере удаления от места   
       приложения сил.  
 
21. Прочность − способность тела выдерживать внешние нагрузки без возник- 
      новения некоторого опасного состояния (разрушения, необратимых дефор- 
      маций и т.д.). 
 
22. Рессора – упругий элемент подвески транспортных машин, смягчающий  
      удары и выдерживающий рабочую нагрузку без остаточных деформаций.  
      Различают рессоры листовые, торсионные, винтовые, а также гидравли- 
      ческие и пневматические. 
 
23. Сдвиг – деформация тела под действием приложенных к нему сил, при  
       которой происходит взаимное смещение параллельных слоев материала с  
       сохранением неизменного расстояния между ними. 
 
24. Способ Верещагина – графоаналитический способ вычисления интеграла  
      Мора. 
 
25. Срединная поверхность стержня – поверхность, делящая толщину стенки  
       стержня пополам. 
 
26. Стержень (брус) – конструктивный элемент, поперечные размеры которого  
       малы по сравнению  с длиной.  
 
27. Центр изгиба – точка поперечного сечения стержня, через которую должна  
       проходить поперечная сила для того, чтобы изгиб не сопровождался  
       кручением. Центр изгиба иначе называют центром кручения, так как это  
       точка не получает перемещения при кручении стержня.  
 
28. Цилиндр – геометрическое тело, образованное вращением прямоугольника  
       около одной стороны. Боковая поверхность цилиндра есть часть цилиндри- 
       ческой поверхности. Цилиндры могут быть полыми и сплошними.  
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