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ВВЕДЕНИЕ 

 

Механические системы, расчет колебаний которых составляет содержание 

многих практических задач, являются большей частью сложными упругими 

системами. При этом многие конструктивные элементы могут быть представ-

лены совокупностью различных стержней, поэтому в различных областях со-

временной техники приходится решать задачи колебаний  сложных стержневых 

систем, в том числе при соударении с препятствием. В качестве примера можно 

указать машиностроительное оборудование (ковочные и штамповочные моло-

ты, клепальные автоматы, станки ударного действия для отделения отливок от 

блока), строительную и горнодобывающую технику (гидромолоты, различные 

виды ударных и отбойных  молотков, устройства забивки свай, трамбовочные 

устройства, устройства разрушения стен), аэрокосмическую технику (клепаль-

ное оборудование, посадочные и стыковочные устройства, приборные рамы, 

противодействующие  ударным нагрузкам, десантно-транспортное оборудова-

ние) и др.  

Актуальность проблемы расчета колебаний сложных стержневых систем 

обусловлена практической необходимостью повышения технических характе-

ристик проектируемых машин и механизмов и обеспечения их функционирова-

ния при все более широких диапазонах эксплуатационных воздействий, а также 

уменьшения материалоемкости машин и сооружений. 

Для полного определения деформаций и напряжений, возникающих в лю-

бых точках системы при колебаниях, необходимо знать перемещения в этих 

точках. Это приводит к необходимости рассматривать системы с бесконечным 

числом степеней свободы. 

Практические потребности расчета динамических характеристик различных 

машиностроительных и прочих конструкций привели к усложнению расчетных 

схем. Во многих случаях изучение колебаний сложных стержневых систем с 

бесконечным числом степеней свободы связано с большими затруднениями. В 

некоторых случаях возможность математической трактовки задачи о колебани-
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ях становится осуществимой только при условии введения в расчет некоторых 

упрощений.  

Классическая теория удара, метод Фурье, метод ДАламбера, вариационные 

методы Рэлея, Ритца  и др. при большом числе стержней становятся чрезвычай-

но трудоемкими. Особенно усложняется расчет при наличии сосредоточенных 

масс и в случае учета рассеяния энергии. Эти методы расчета становятся тем 

более трудоемкими, чем сложнее структура рассчитываемой системы.    

Обычно стержневую систему представляют как совокупность элементов. 

Если элементы, на которые разбита система, выбрать однотипными, то даже 

при большом их числе оказывается возможным реализовать расчет колебаний, 

используя широко распространенные и подробно описанные в литературе при-

ближенные численные методы, к которым относится метод конечных элемен-

тов (МКЭ) [10, 48, 132, 145] и др.  

В настоящей работе используется модификация МКЭ [116], основанная на 

точном интегрировании дифференциального уравнения для конечного элемента.  

В качестве примера сложной стержневой системы с распределенными пара-

метрами приводится задача динамики ковочного молота. В работах [17, 18, 27, 64, 

92] проблема описания динамических процессов деталей молота решалась в ос-

новном эмпирическими путями или с использованием методов расчета без учета 

распределенных параметров и потерь энергии [30, 47, 60, 103, 114, 127] преиму-

щественно для штамповочных молотов. Применение предлагаемого подхода по-

зволяет производить расчет напряженно-деформированного состояния в любом 

интересующем сечении рабочих частей молота, а так же дает возможность прово-

дить многовариантные расчеты с целью совершенствования конструкции ковоч-

ных молотов. Основные результаты теоретических расчетов экспериментально 

проверены на операциях ковки в производстве ЗАО «Авиастар» (г. Ульяновск). 

Работа выполнена в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-

педагогические кадры инновационной России» (2009-2013 гг.), ГК № П1122. 
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 1. СУЩЕСТВУЮЩИЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА  

НЕСТАЦИОНАРНЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЕВЫХ  

СИСТЕМ ПРИ УДАРНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯХ  

 

1.1. Математические модели соударения тел 

 

Ударное взаимодействие механических объектов связано с колебатель-

ными процессами. Приведем известные математические модели соударения 

(рис. 1), предложенные различными авторами для приближенного решения  

задач об ударе [1, 2, 3, 29, 34, 44].  

Первоначальное исследование удара абсолютно твердых тел, при кото-

ром используется теорема об изменении количества движения системы, было 

проделано Галлилеем (1638 г.), который установил, что при ударе производится 

работа, но смешал понятия количества движения и энергии. Ньютон в 80 гг. 

XVII в., при построении более универсальной теории удара, основывающейся 

на предположении о пропорциональной зависимости между относительными 

скоростями тел до и после удара, сформулировал свои законы движения и в ка-

честве интегральной характеристики действия импульсных сил ввел коэффици-

ент восстановления скорости при ударе, зависящий лишь от кинематических 

характеристик движущихся тел непосредственно перед ударом. Результаты, по-

лученные Ньютоном, используются и в настоящее время в теории виброудар-

ных систем, но непригодны для решения задач, в которых требуется определить 

силы, действующие при том или ином движении. 

Колебания, возникающие при продольном ударе, были впервые изучены 

Д. Бернулли (1751 г.), Навье (1823 г.) и Пуассоном (1833 г.). Юнг (1807 г.) и 

Кокс (1849 г.) получили простые зависимости для поперечных динамических 

прогибов балок.  
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Рис. 1. Математические модели соударения и методы их исследования 
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Первым исследователем колебательных процессов в аналитическом плане 

был Д'Аламбер. Затем Лагранж в «Аналитической механике» (1788 г.), рассмат-

ривая импульсные движения тел, получил для них уравнения движения, соот-

ветствующие уравнениям Лагранжа второго рода. Однако он не рассматривал 

методы решения этих уравнений и их применение. Дальнейшее развитие метод 

исследования малых колебаний системы в первом приближении получил в ра-

боте Пуассона «Трактат по механике» (1833 г.), который впервые в истории ме-

ханики обобщил теорию малых колебаний в линейной постановке при наличии 

сил сопротивления, пропорциональных первой степени скоростей точек систе-

мы. Более совершенной формы теория линейных затухающих колебаний дости-

гает в сочинениях В. Томсона и П. Тэта «Трактат по философии» (1879 г.) и Э. 

Рауса «Трактат по динамике системы твердых тел» (1884 г.). Затем                Рэ-

лей (1885 г.) продолжил развитие имеющихся теорий и осуществил их система-

тизацию. 

Существенным является то, что имеется возможность разделения деформа-

ций при ударе на деформации в месте удара и общие, охватывающие соуда-

ряющиеся объекты полностью. 

Теория удара, основанная на учете деформаций в месте удара, была разра-

ботана Герцем (1888 г.). Она основывается на следующих двух гипотезах.  

Первая – общие деформации малы по сравнению с деформациями в области 

контакта соударяющихся объектов; вторая – предполагается, что контактная 

сила и контактные деформации связаны при ударе такой же зависимостью, как 

и при статическом сжатии тел, т. е. силы инерции не учитываются. В этом слу-

чае задача удара сводится к задаче относительного движения двух жестких тел, 

соединенных нелинейной пружиной. 

В соответствии с теорией контактных деформаций Герца, контактная сила Р 

в зависимости от сближения тел   определяется формулой  [19] 
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                                                        2
3

kP  ,                                                                          

где коэффициент  k  зависит от  кривизны поверхностей  тел в точке контакта и 

от свойств материала, а продолжительность удара вычисляется по формуле [19] 
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 ,   m1, m2 – массы соударяющихся тел, кг; 

V0 – начальная скорость соударения, м/с. 

Теория Герца многократно проверялась экспериментально. В этой работе 

было получено близкое соответствие между расчетными и экспериментальны-

ми значениями контактных сил и времени соударения, если только выполня-

лись предпосылки теории. Существует большое количество модификаций этой 

теории. В частности, одна из таких теорий предложена И. Я. Штаерманом [146], 

которую уточнил Динник, а затем упростил В. Л. Бидерман (1940 г.). 

Применение теории Герца в решении практических задач показало ограни-

чения ее применения. Эта теория рассматривает идеальный случай вдавливания 

тел с заданной поверхностью контакта в предположении, что размер площадки 

мал по сравнению с другими размерами тела. Распространение задачи Герца на 

другие реальные случаи показывает, что закон Герца неприменим в случае, ес-

ли диаметр зоны контакта соизмерим с размерами тела. 

Дальнейшим развитием классических методов стала разработка теории, ос-

нованной на учете наряду с местными деформациями и общих деформаций, ко-

торые рассчитываются методами теории колебаний. Была принята гипотеза о 

том, что местные деформации, развивающиеся вблизи контакта соударяющихся 

тел, связаны с контактной силой статическими зависимостями.  

Известны так называемые энергетические модели удара, базирующиеся на 

использовании теоремы об изменении кинетической энергии тел и предполо-

жениях о характере их деформации. Данный подход используется для опреде-

ления собственных частот системы и приближенной оценки максимальных 
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усилий при соударении тел. Однако, если граничные условия задачи сложны, то 

построение координатных функций часто бывает затруднительным.  

Впервые такая задача была решена С. П. Тимошенко [129]. По этой теории 

упругие колебания, возникающие при ударе, не рассматриваются, т. е. предпо-

лагается, что вся кинетическая энергия относительного движения превращается 

в потенциальную, а энергия упругих волн, распространяющаяся при соударе-

нии тел, мала. В этом случае контактная сила Р( ) определяется из следующего 

интегрального уравнения: 

       tVtPdtYP
t

0
0

  , 

где Y(t)=Y1(t)+Y2(t), Y1(t) и Y2(t) – реакции на единичный импульс двух соуда-

ряющихся тел; 

  tP  – сближение тел за счет контактных деформаций;  

t – время с момента соприкосновения тел. 

Решение задач на основании теории С. П. Тимошенко приводит к сущест-

венным сложностям.  

При построении дискретной модели удара соударяемые тела представляют-

ся в виде элементарных дискретных масс, связанных между собой упругими 

элементами. Эта модель позволяет описать процесс продольного соударения 

стержневых систем, если соударяемые тела расчленить на достаточно большое 

число элементарных дискретных масс, соединенных между собой упругими 

элементами. При этом процесс удара моделируется обыкновенными дифферен-

циальными уравнениями, численное интегрирование которых осуществляется 

на ЭВМ. 

Волновая модель удара, учитывающая распределенную массу и инерцион-

ные свойства сечений тел, наиболее полно отражает реальные динамические 

процессы в соударяемых телах. Существуют различные методы решения вол-

нового уравнения, описание которых дано в п. 1.2. 
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Впервые приближенный метод определения деформации упругого тела при 

действии ударной нагрузки разработал Консоль [59]. Законченное исследование 

одномерных продольных и поперечных колебаний, вызываемых при ударе стерж-

ней, было проведено Сен-Венаном (1889 г.), который вычислил ординаты кривой 

изгиба, и Бусинеском (1885 г.). Более точный метод решения задачи о действии 

падающего груза были даны Навье, затем в более удобной форме Сен-Венаном.  

Подход Сен-Венана заключается в том, что падающее тело сообщает свою 

скорость элементу балки и соединяется с этим элементом балки как бы воеди-

но. Затем оно колеблется совместно с балкой. Сен-Венаном было сделано до-

пущение об идеально плоских торцевых сечениях соударяемых стержней и об 

одновременности начала контакта во всех точках этих сечений, что не является 

достаточно обоснованным из-за пренебрежения деформациями в месте контак-

та. Проведенные экспериментальные работы показали, что пренебрежение ма-

лыми деформациями в большинстве случаев недопустимо [33].  

В 1908 г. Сирс применил закон контакта Герца и подход Сен-Венана, учи-

тывающий общую деформацию тел при ударе, к продольному удару, а 

С. П. Тимошенко (1913 г.) использовал соответствующие результаты для иссле-

дования поперечного удара сферы по балке. Так же Сирс рассмотрел несколько 

усложненную модель, в которой концы стержней имеют сферическую форму. 

Подход Сирса приводит к интегральным или дифференциальным уравнениям, 

решение которых осуществляется, как правило, с использованием численных 

методов. 

Точный расчет упругих систем и, в особенности, систем с распределенной 

массой на ударную нагрузку весьма сложен. Кроме того, конфигурация соуда-

ряющихся деталей сложна и представление ее в виде бруса весьма огрубляет 

задачу. С другой стороны практические задачи требуют выполнения расчетных 

работ с требуемой точностью. Поэтому на практике применяют упрощенные и 

приближенные методы расчета, основанные на положениях рассмотренных 

выше методов. 

1.2. Колебания стержней с распределенной массой 
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Нестационарные колебания возникают в механических системах под дейст-

вием сил, изменяющихся нагрузок и параметров. Под изменением параметров 

конкретных установок подразумевается изменение масс, геометрических раз-

меров отдельных элементов, жесткостей и пр. 

Любая реальная механическая система состоит из бесконечного числа мате-

риальных точек; так как связи между ними не являются абсолютно жесткими, 

то число степеней свободы такой системы бесконечно велико. Основной осо-

бенностью процесса колебаний упругих систем с распределенными параметра-

ми является наличие бесконечного числа форм и частот их собственных коле-

баний. Такие системы описываются дифференциальными уравнениями в част-

ных производных, при решении которых необходимо учитывать начальные и 

граничные условия. Начальные условия определяют начальные смещения и 

скорости, а граничные – характеризуют концевые закрепления. Точные реше-

ния о колебаниях подобных систем удается получить в замкнутой форме лишь 

в немногих, относительно простых, случаях. 

Различают продольные, поперечные, изгибные и крутильные колебания. 

Вследствие сходства уравнений крутильных и продольных колебаний, их мож-

но решать одними и теми же методами по единому алгоритму. При этом разли-

чают стержни постоянного и переменного сечения, однородные и неоднород-

ные. Возможно наличие сосредоточенных и упруго присоединенных масс, а 

также упругого основания. 

Теория колебаний продольно возбуждаемых стержней сравнительно проста. 

Волна распространяется в одном измерении. При исследовании продольных 

колебаний предполагают, что поперечные сечения стержня остаются плоскими 

и что каждая точка поперечного сечения совершает только осевые  

перемещения. 

 

Уравнение продольных колебаний стержня имеет вид [99, 129]: 
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где u – перемещения точек стержня, м; 

EF(x) – жесткость стержня при растяжении–сжатии, Н; 

Е – модуль упругости, Па; 

F – площадь поперечного сечения, м2; 

  коэффициент сопротивления; 

(х) – масса единицы длины стержня, кг
м

; 

q(x,t) – распределенная нагрузка, Н
м

. 

Поперечные колебания тонкого стержня описываются дифференциальным 

уравнением четвертого порядка [99, 129]: 
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где w – прогиб точек стержня, м; 

J – момент инерции поперечного сечения, м4. 

Решение такого уравнения должно удовлетворять четырем граничным  

условиям.  

Методы расчета продольных и поперечных колебаний стержней начали раз-

рабатываться давно. Так, для однородного стержня постоянного сечения   (т. е. 

F = const) уравнение (1) без учета диссипации и возмущающих сил  

имеет вид 
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 ,                                                 (3) 

где  

E

c 2  – квадрат скорости распространения продольных колебаний, м/с;    

F


    плотность материала стержня, 

3

кг

м
; 

а уравнение (2) должно быть заменено уравнением 
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Уравнение (3)  является одномерным волновым уравнением, решение кото-

рого известно [125]. Однако уравнение (4) волновым уравнением не является. 

Вместе с тем их решение может быть найдено, например, методом Фурье, кото-

рый способен описывать и волновые явления. Следуя методу Фурье, решение 

(3) и (4) ищется в виде 

.)()(
1






n
nn tTxXu  

Здесь Xn(x) – собственные формы колебаний.  

В случае продольных колебаний: 
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cossin  ; 

     tatT nn sin ; 

в случае поперечных колебаний: 
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, 

где постоянные a, b, A, B, C, D  всегда можно найти по заданным начальным и 

краевым условиям на каждом конце стержня;  n – это собственные частоты, 

которые точно находятся из частотного уравнения. Частотное уравнение транс-

цендентное и имеет бесконечное число корней. Оно составляется путем исполь-

зования граничных условий. Однако при большом числе стержней раскрытие 

определителей высокого порядка становится чрезвычайно трудоемким. 

Большое внимание по расчету частот собственных колебаний уделено в 

следующих работах [33, 101, 140]. Подчеркивается, что при малом трении фор-

мы колебаний совпадают с формами незатухающих колебаний [98]. В работах  

[19, 20, 28, 34, 55, 57, 61, 97, 98, 131, 134, 135, 140, 143, 152, 153]  рассмотрены 

наиболее простые и распространенные задачи и даны их решения.  
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Решение волнового уравнения в форме Фурье не является единственным. 

Существуют также волновой метод ДАламбера и метод характеристик, кото-

рые более приспособлены для исследования нестационарных процессов. 

Согласно методу ДАламбера, решение ищется в виде суммы двух волн де-

формации, движущихся в противоположных направлениях со скоростью с  [99]:    

   хсtхсtfu   . 

Этот подход широко используется при описании ударных явлений в стерж-

невых системах [1, 2, 3, 4, 81, 82, 83, 150].  

Расчет удара по методу ДАламбера связан с довольно сложными выкладка-

ми. Особенно осложняется расчет при наличии сосредоточенных масс и в случае 

учета рассеяния энергии. Более наглядным является расчет распространения упру-

гих волн с помощью метода характеристик, рассмотренного в [3, 85]. 

Для стержней переменного сечения (F  const) из уравнения (1) получается: 
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а из уравнения (2): 
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Эти дифференциальные уравнения, как правило, не поддаются решению в 

замкнутом виде. Решение известно только для некоторых частных случаев за-

висимостей EF(x) и (x) [97, 98]. Метод решения, например, найден в работе 

[74] для ступенчатого стержня с точечными включениями. В общем же случае 

можно воспользоваться методом Фурье или вариационными методами Рэлея, 

Ритца, Бубнова-Галеркина и др., подробно описанными в литературе  [12, 20, 

72, 85, 86, 99, 107, 108, 116, 135]. 

Под вариационным методом понимают метод, основанный на замене задачи 

по решению исходных уравнений эквивалентной задачей об отыскании стацио-

нарного значения некоторого функционала. Этот метод основывается на алго-

ритме построения координатной последовательности, сообщающей стационар-
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ные значения функционалу, и связанный с ним вопрос о сходимости. При ис-

пользовании данного метода решение ищется в виде линейной комбинации за-

ранее выбранных координатных функций, обладающих некоторыми свойства-

ми искомого решения. Неизвестные множители являются числами и определя-

ются из условия обращения в нуль вариации функционала. Если функции коор-

динатной последовательности принадлежат области определения исходных 

операторов, то заведомо удовлетворяются граничные условия, условия сопря-

жения и условия дифференцируемости. Если это не так, то граничные условия и 

условия сопряжения должны быть включены в соответствующий функционал. 

Для этого метода характерна простота выбора координатных функций. Отрица-

тельным качеством метода является сложность составления разрешающих 

уравнений.  

Теорема Рэлея утверждает, что истинное значение собственной частоты всегда 

меньше приближенного значения частоты, найденного энергетическим способом. 

Энергетический способ нахождения низшей собственной частоты заключается в 

следующем. Собственная частота  n  находится из равенства [12] 

Пmax = Tmax , 

где Пmax, Tmax – соответственно максимальная потенциальная и кинетическая 

энергия. 

Например, в случае поперечных колебаний стержня переменного сечения, 

выражения для Пmax и Tmax  имеют вид [12] 
22
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Откуда следует, что 
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где Х(х)  форма кривой прогибов, которая должна удовлетворять граничным 

условиям, и о которой, при использовании этого метода, необходимо сделать 

некоторое предположение. 

Метод Рэлея применяется главным образом для оценки основной частоты 

системы, однако, другие ее динамические характеристики остаются нераскры-

тыми. Точность определения частоты колебаний зависит от выбора формы ко-

лебаний, которую иногда трудно заранее предсказать. 

Метод Ритца является дальнейшим развитием метода Рэлея и служит для 

более точного определения основной частоты. Этот метод основан на вариаци-

онном принципе Гамильтона. Он позволяет свести расчет системы с распреде-

ленной массой к расчету более простой системы с конечным числом степеней 

свободы равным n.  

Это осуществляется следующим образом. Кривая прогибов стержня Х(х) за-

дается  с помощью некоторых параметров, величины которых выбирают таким 

образом, чтобы свести к минимуму частоту колебаний [12]: 

                 хФахФахФахХ 332211)(  ,                          (5) 

где Фi(х) – последовательность координатных функций, удовлетворяющих ки-

нематическим условиям (i=1,2,…,n). Выбрав n достаточно большим, можно по-

лучить значения частот и собственных функций Фi(х), близкими к действитель-

ным величинам. Т. е. предлагается коэффициенты аi, входящие в выражение 

для кривой прогибов, выбирать таким образом, чтобы квадрат частоты  2 при-

нимал наименьшее значение. В соответствии с этим можно получить систему 

уравнений, каждое из которых имеет вид 

     ,0,,
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где A – линейный дифференциальный оператор системы;  
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2  – собственное значение оператора А, k=1,…, n. 

Полученная система будет являться линейной и однородной относительно 

коэффициентов аi. Эта система уравнений будет иметь решение отличное от 

нуля только в том случае, если равен нулю определитель матрицы коэффициен-

тов при а1, а2 , а3  ,… ,аn , что представляет собой частотное уравнение, решив 

которое можно определить частоты колебаний по различным формам. 

Таким образом, сущность метода заключается в приведении задачи о ста-

ционарности функционала к задаче об отыскании экстремума функции не-

скольких переменных, путем подстановки координатных функций, удовлетво-

ряющих кинематическим условиям, в выражении функционала. Но, если гра-

ничные условия задачи сложны, то построение координатных последовательно-

стей часто бывает затруднительным. 

Метод Бубнова-Галеркина подобен методу Ритца, только к тому же требует 

подчинения координатных функций как кинематическим, так и силовым усло-

виям. По этому методу, в отличие от метода Ритца, не требуется составление 

выражений для потенциальной и кинетической энергии системы, т. к. использу-

ется непосредственно дифференциальное уравнение движения, в которое под-

ставляется функция (5). В результате получаются условия равновесия инерци-

онных и упругих сил. Умножая это уравнение поочередно на 

     1 2, , , nФ х Ф х Ф х  и интегрируя по длине стержня, приходим к системе 

n алгебраических линейных однородных уравнений относительно неизвестных 

коэффициентов аi. Приравняв определитель системы к нулю, получим уравне-

ние частот, из которого определяются частоты колебаний различных                

тонов. 

Метод конечно-разностных уравнений основан на замене дифференциаль-

ных уравнений соответствующими уравнениями в конечных разностях. Прак-

тические возможности метода значительно расширили ЭВМ, позволяющие на-

ходить решения систем, содержащих до нескольких тысяч линейных алгебраи-

ческих уравнений. Суть метода заключается в следующем. Вводятся прибли-
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женные выражения для частных производных высших порядков. Имея такие 

выражения, можно преобразовать уравнения в частных производных к уравне-

ниям в конечных разностях.  

В работе [135] рассмотрены свободные колебания нагруженного стержня с 

грузом на конце и с равными массами на одинаковых расстояниях. Собствен-

ные частоты находились из уравнения, полученного методом конечных разно-

стей, который даже при отсутствии учета затухания приводил к громоздким 

выкладкам.  

Для увеличения точности  метода конечных разностей необходимо перехо-

дить ко все более густым сеткам. Но тогда еще более возрастает число уравне-

ний, которые приходится решать. Решение уравнений намного упрощается, ес-

ли использовать метод последовательных приближений. 

Согласно методу последовательных приближений, сначала задают прибли-

женно форму колебания, определяют силы инерции при амплитудных отклоне-

ниях системы. Затем методами строительной механики находят первое при-

ближение к форме собственных колебаний, а по формуле Рэлея находят первое 

приближение для частоты собственных колебаний. Далее за исходную прини-

мают форму первого приближения и производят повторный расчет, в результа-

те которого определяют второе приближение и т. д. Этот метод позволяет опре-

делять формы и частоты собственных колебаний с высокой степенью точности, 

особенно эффективен этот метод для определения низшей собственной частоты 

колебаний. Однако для высших частот этот метод приводит к сложным вычис-

лениям и к медленной сходимости [67].  

Следует отметить, что описанные выше вариационные методы определения 

собственных частот и форм колебаний с успехом применяются при расчетах 

стержней с неравномерным распределением жесткости и массы. 

Кроме того, существует способ, основанный на сосредоточении распреде-

ленной массы в ряде точек по длине стержня. После этого система сохраняет 

лишь конечное число степеней свободы, равное числу точек приведения. 
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Для стержня, состоящего из нескольких участков различного сечения, мож-

но составить выражение амплитудной функции на каждом участке [19, 20]. Эти 

выражения содержат 2k постоянных (k – число участков). Имеется также 2k 

граничных условий, выражающих 2k-2 условия сопряжения участков и два ус-

ловия закрепления концов стержня. Граничные условия приводят к системе 2k 

линейных однородных уравнений. Приравнивая к нулю определитель этих 

уравнений, получают частотное уравнение. Такой способ решения, заключаю-

щийся в развертывании частотного уравнения и последующим его численным 

решением при большом числе участков, становится весьма громоздким.  

В этом случае для расчета целесообразно использовать численный вариант ме-

тода начальных параметров, описание которого дано в пункте 1.3. 

При динамическом расчете различных конструкций целесообразно исполь-

зовать расчетные схемы в виде стержня, к которому упругими элементами при-

соединены отдельные массы или одномерные подсистемы масс. Такие расчет-

ные схемы являются более общими, при их использовании могут быть более 

полно выявлены особенности колебаний конструкции. 

Для расчета колебаний неоднородных стержней при различных краевых ус-

ловиях основополагающее значение имеет работа А. Н.  Крылова [70].  

Эффективный метод проведения аналитических исследований колебаний и ди-

намической нагруженности механических конструкций, расчетные схемы кото-

рых могут быть представлены неоднородным стержнем, был предложен в [74]. 

В этом методе используется аппарат обобщенных функций и сплайн-

преобразование аргумента, реализованные в работах [41, 90, 91]. Были развиты 

также основанные на сплайн-преобразовании аргумента методы расчета коле-

баний неоднородных стержней, с упруго прикрепленными в некоторых сечени-

ях дискретными массами [35, 36, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 89, 113, 133]. Во всех 

случаях задача о расчете параметров собственных колебаний системы своди-

лась к расчету колебаний неоднородного стержня с жестко прикрепленными к 

нему приведенными массами, заменяющими воздействие на стержень подсис-

тем дискретных масс, или стержня, прикрепленного к неподвижному основа-
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нию, связями с приведенными жесткостями. При этом решение искалось в 

форме метода Фурье. 

Многие из приближенных методов, в том числе и вариационные, могут 

быть распространены на задачи о вынужденных колебаниях. Если частоты и 

формы нормальных колебаний системы с распределенной массой определены, 

то расчет вынужденных колебаний может быть произведен так же, как и для 

систем  с конечным числом степеней свободы. Решение может быть получено 

методом главных координат [20]. При этом перемещения отдельных точек 

представляют собой разложение вынужденного движения в ряд по собствен-

ным функциям системы  хк  и выражается бесконечным рядом  

   





1
0

n
kk xuxu  , 

где ku – неизвестные коэффициенты, для определения которых может быть ис-

пользован метод Бубнова-Галеркина или другие, подобные ему.  

При наличии, например, на конце стержня массы, задача о вынужденных 

колебаниях решается этим же методом. Если стержень имеет переменное сече-

ние, меняющееся по ступенчатому закону, решение записывается отдельно по 

каждому из участков. Постоянные определяются из условий сопряжения, кото-

рые выражают равенство перемещений и продольных сил на границе двух уча-

стков. Аналогично поступают и в тех случаях, когда возмущающая сила при-

ложена в ряде промежуточных сечений. 

Преимуществом данного метода является  его общность. Однако в ряде слу-

чаев более удобными являются другие методы, позволяющие получить решение 

в замкнутой форме. Так, например, при действии одной сосредоточенной про-

дольной силы, изменяющейся по гармоническому закону  

tPP sin0 , 

решение ищется в виде  

  txuu sin0 . 
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Неизвестные коэффициенты u0 находятся из начальных и граничных усло-

вий. Решение найдено и в случае, когда внешняя нагрузка непрерывно распре-

делена по длине стержня [12], и в случае, когда колебания вызваны подвижной 

нагрузкой [20]. 

При расчете продольных колебаний, если действие возмущающих сил явля-

ется кратковременным, значительное преимущество имеют методы разрывных 

функций и характеристик, подробно рассмотренные в [20].     

Благодаря своей относительной простоте рассмотренные случаи полезны 

как для вывода и иллюстрации основных законов, относящихся к колебатель-

ным системам, так и для предварительного ознакомления со свойствами более 

сложных колебательных систем. 

Но решение задачи об определении собственных частот и форм колебаний 

способами, приводящими к алгебраическому или трансцендентному частотно-

му уравнению для сложных стержневых систем, связано с большими  

трудностями. 

Пути преодоления этих трудностей рассмотрены в пункте 1.3. 

    

1.3. Сложные стержневые системы 

 

Независимо от конструкции различных механических систем их колебания 

подчиняются одним и тем же физическим закономерностям.  

Наиболее полно разработана линейная теория колебаний. В XVIII веке в 

«Аналитической механике» Лагранжа эта теория была развита для систем с не-

сколькими степенями свободы. В работах ряда авторов XIX века (особенно  

Рэлея) были заложены основы линейной теории колебаний с бесконечным чис-

лом степеней свободы. В XX веке линейная теория, можно сказать, была завер-

шена. Ныне сложность исследований колебательных процессов в линейных 

системах связана лишь с правильностью оценки существенных степеней свобо-

ды и определением внешних воздействий, т. е. с выбором расчетной схемы. 



 24

Общий принцип линейной теории колебаний основан на суперпозиции ма-

лых колебаний, т. е. предполагается, что малые колебания системы с бесконеч-

ным числом степеней свободы также представляют собой линейное наложение 

главных гармонических колебаний. 

Сложные стержневые системы – это большой класс механических систем, 

динамическая модель которых представима в виде стержней или балок, соеди-

ненных жестко или упругими элементами. Они имеют большое число узлов и 

для их анализа и расчета требуются специальные методы. Вопросу колебаний 

сложных систем с распределенными параметрами большое внимание уделено в 

следующей литературе [6, 7, 13, 14, 16, 21, 22, 24, 25, 31, 45, 63, 76, 101, 102, 

105, 106, 111, 112, 123, 124, 137, 138, 142].  Методы расчета, рассмотренные в 

параграфе 1.2, становятся тем более громоздкими, чем сложнее структура  

рассчитываемой системы.    

Основным приемом, широко используемым при динамических расчетах 

сложных стержневых систем, является замена данной сложной системы ее уп-

рощенной расчетной моделью с конечным числом степеней свободы. При этом 

имеется в виду пренебрежение малозначительными свойствами реальной сис-

темы и сохранение в модели лишь существенных элементов. Имеются различ-

ные приемы перехода от систем с распределенной массой к системам, обла-

дающим конечным числом степеней свободы. В монографии [95] указаны два 

основных способа. 

Первый заключается в следующем. Относительно менее массивные части 

системы полагаются вовсе лишенными массы и представляются в виде без-

инерционных элементов (жестких и деформируемых), а наиболее жесткие части 

конструкции принимаются за абсолютно твердые тела; если размеры последних 

малы, то их считают материальными точками. 

Второй – замена распределенной массы системы тем или иным количеством 

сосредоточенных масс, участвующих лишь в поступательном движении соот-

ветствующих точек, т. е. не обладающих инерцией поворота. При этом система 

представляется в виде совокупности упруго соединенных элементов. 
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Подход, при котором стержневая система представляется как совокупность 

дискретных элементов, рассмотрен в работах [69, 100, 112]. Расчленение произ-

водится на элементы, каждый из которых имеет конечное число степеней сво-

боды. И чем больше число элементов, на которые разбита система при приме-

нении этого метода, тем ближе расчетная схема к исходной системе. Равновесие 

такой системы описывается конечной системой линейных алгебраических 

уравнений. Основное достоинство данного метода заключается в логической 

простоте, единообразии подхода к стержневым системам любого типа и воз-

можности полной автоматизации расчета, который состоит из двух задач.  

Первая задача заключается в расчете отдельных, не связанных между собой 

элементов. Вторая – основная задача расчета – заключается в расчете всей 

стержневой системы на действие только узловых усилий, т. е. определение уз-

ловых перемещений и усилий в стержневой системе, представляющей собой 

совокупность соединенных элементов и находящейся под действием только уз-

ловых нагрузок. Очевидно, что это будет задача о равновесии системы с конеч-

ным числом степеней свободы, описываемой конечной системой алгебраиче-

ских уравнений. 

Если элементы, на которые разбили систему, выбрали однотипными, даже 

при большом их числе оказывается возможным реализовать расчет колебаний, 

используя матричные методы с применением ЭВМ, которые в настоящее время 

получили широкое распространение и подробно описаны в следующих работах 

[48, 132, 145].  

Например, метод начальных параметров в форме матриц перехода, который 

представляет из себя алгоритм, позволяющий при данной частоте колебаний по 

известным значениям перемещений и внутренних сил в начале участка опреде-

лять значения тех же переменных в конце участка. Применяя матрицы перехода 

к системам, составленным из одинаковых элементов, построение всех матриц, 

входящих в формулы, может быть выполнено сразу для всех участков системы. 

В итоге удается получить замкнутые расчетные формулы при произвольном 

числе элементов. Основным достоинством метода начальных параметров явля-
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ется то, что его расчетный алгоритм содержит только операции сложения и ум-

ножения матриц и может быть поэтому осуществлен для любой системы при 

любой частоте  , а недостатком – быстрое нарастание погрешностей округле-

ния, иногда непреодолимое даже современными ЭВМ. 

В том случае, когда сложную колебательную систему можно разделить на 

несколько подсистем, динамические характеристики которых определяются 

сравнительно просто, полезными являются методы сил и перемещений [20]. 

Отделение подсистем друг от друга может быть достигнуто либо устранением 

связей между ними (метод перемещений), либо, наоборот, введением дополни-

тельных связей, запрещающих перемещения общих точек (узлов) подсистем 

(метод сил). Эти методы представляют собой обобщение на динамические за-

дачи метода сил и метода перемещений строительной механики [105, 138, 139]. 

Как известно, в методе сил реализуются уравнения совместности перемещений, 

откуда и определяются неизвестные силы, в то время как в методе перемещений 

реализуются уравнения равновесия узлов перемещений для определения неиз-

вестных перемещений. 

Алгоритм метода является значительно более простым в логическом отно-

шении и обладает тем существенным преимуществом, что практически без вся-

ких изменений обобщается на задачи о вынужденных колебаниях. К недостат-

кам этого метода следует отнести наличие в пределах расчетного алгоритма об-

ращения матриц, и, как следствие этого, возможность нарушения алгоритма 

при некоторых частных значениях расчетной частоты  , если не учитывается 

рассеяние энергии.  

При динамических расчетах конструкций сложной конфигурации в послед-

нее время широко используется метод конечных элементов (МКЭ), объеди-

няющий в себе преимущества разностных и вариационных методов, являющий-

ся наиболее общим приемом дискретизации системы с распределенными пара-

метрами, при использовании которого дискретизируются не только инерцион-

ные, но и жесткостные характеристики системы. Описанию МКЭ и способам 
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реализации расчетов на ЭВМ с его помощью посвящена обширная литература 

[10, 15, 23, 24, 26, 46, 52, 56, 66, 88, 93, 104, 109, 110]. 

Этот метод основан на методе перемещений. Суть МКЭ состоит в следую-

щем. На первом этапе расчета производится дискретизация неизвестных пара-

метров объекта (в задачах механики к таким параметрам относятся перемеще-

ния фиксированных точек, внешние силы и др.),  которые связаны между собой 

в отдельных точках (узлах). Каждый узел может иметь несколько степеней сво-

боды. На втором этапе производится вывод матриц жесткости для элемента, а 

потом для системы устанавливается связь между узловыми искомыми переме-

щениями и внешними узловыми силами в случае рассмотрения всей системы. 

Выводятся эти матрицы из условий равновесия элементов, которые в конечном 

итоге сводятся к условиям равновесия узлов системы на основе применения ка-

кого-нибудь вариационного принципа (например, принципа Лагранжа).  

Затем составляется система уравнений динамического равновесия системы ко-

нечных элементов [109] 

    )()( tRtUKtUCtUM   , 

где  М,С и К – соответственно, матрицы масс, демпфирования и жесткости сис-

темы конечных элементов; 

   ( ), иU t U t U t   – соответственно, векторы узловых перемещений, скоро-

стей и ускорений системы конечных элементов; 

R(t) – вектор внешней узловой нагрузки.  

Математически уравнения динамического равновесия узлов представляют 

собой систему линейных дифференциальных уравнений второго порядка, и в 

принципе ее решение может быть получено с помощью стандартных процедур 

решения дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.  

Однако эти процедуры становятся неэффективными при больших порядках мат-

риц. Для практических расчетов методом конечных элементов представляют ин-

терес следующие пути численной реализации, которые можно разделить на две 

группы: прямого интегрирования и  разложения по собственным формам. 
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В случае, когда перед интегрированием не производится никакого преобра-

зования уравнений, используют методы прямого интегрирования, в которых 

удовлетворение условий равновесия требуется не в любой момент времени t, а 

только на отдельных коротких отрезках времени  t. Предполагается, что век-

торы перемещений скоростей и ускорений в начальный момент  времени из-

вестны. Временной отрезок времени разбивается на равные интервалы  t.   

Т. е. предполагается, что решение в момент времени t известно и необходимо 

найти решение в момент времени t+ t. Это является основой алгоритма, с по-

мощью которого можно получить решение для всех дискретных моментов вре-

мени и на котором основаны методы центральных разностей, методов  

Хаболта, Ньюмарка, метод Вилсона и др. [15]. 

При большом числе шагов может оказаться более эффективным первона-

чальное преобразование уравнений к виду, при котором пошаговое решение 

потребует наименьших затрат. Такой подход реализует процедура разложения 

перемещений по собственным формам, в которой уравнения равновесия приво-

дятся к более эффективной для прямого интегрирования форме. 

Важно отметить, что вычислительные затраты при прямом интегрировании 

прямо пропорциональны количеству временных шагов, требуемых для реше-

ния. Отсюда вытекает, что с одной стороны, временной шаг должен быть доста-

точно мал для достижения точности интегрирования, с другой стороны, он не 

должен быть меньше необходимого, поскольку при этом растут вычислитель-

ные затраты. 

При использовании операционного подхода система дифференциальных 

уравнений сводится к системе линейных уравнений с постоянными коэффици-

ентами, для решения которых используют методы прямого решения или итера-

ционные методы.  

Большинство приемов прямого решения используют исключение по Гауссу 

или схемы решения, основывающиеся на методе Гаусса (методы Холецкого, 
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Гивенса, Хаусхолдера и др.). В начале развития МКЭ успешно использовались 

итерационные алгоритмы.  

Большая популярность в последние годы численных методов, основанных 

на вариационных постановках задач математической физики, к которым в пер-

вую очередь относятся вариационно–сеточные методы, включающие в себя 

МКЭ, объясняется рядом преимуществ, которыми они обладают. Так, являясь 

синтезом вариационных и сеточных методов, им присущи их положительные 

качества. Использование вариационных постановок задач позволяет получать 

более широкий класс решений, т. к. выражения, стоящие в функционалах, име-

ют более низкий порядок производных, чем в исходных дифференциальных 

уравнениях. 

Сеточные методы в значительной степени облегчают известные трудности, 

связанные с выбором координатных функций в вариационных методах. Влия-

ние сеточных методов сказывается также на том, что разрешающие системы ал-

гебраических уравнений являются хорошо обусловленными с редко заполнен-

ными матрицами и простым алгоритмом их построения.  

Применительно к расчету свободных колебаний МКЭ представляет собой 

разновидность метода Рэлея–Ритца. Разница состоит лишь в том, что в методе 

Рэлея–Ритца координатные функции задаются едиными для всей системы вы-

ражениями, а в МКЭ – внутри каждого элемента принимаются свои аппрокси-

мирующие функции.  

Таким образом, существует два пути преодоления трудностей, возникаю-

щих при расчете сложных стержневых систем. 

Один из возможных путей состоит в предельном упрощении расчетной схе-

мы и применении простых приближенных формул, описанных в пункте 1.2, на-

пример, при использовании формулы Рэлея. В этом случае задают форму коле-

баний системы, сводя ее к системе с одной степенью свободы. При удачной ап-

проксимации получают достаточно точное значение низшей собственной час-

тоты системы, однако, другие ее динамические характеристики  остаются не 

раскрытыми. Схематизация реальной системы, как имеющей несколько степе-
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ней свободы, достигается в методе Рэлея–Ритца, при использовании которого 

форма колебаний системы задается в виде выражения, включающего несколько 

параметров. В методе последовательных приближений задача об определении 

собственных частот и форм колебаний сводится к многократному расчету де-

формаций системы под действием известной статической нагрузки.     

Другой путь – применение специальных методов, эффективных при прове-

дении расчетов на ЭВМ (метод начальных параметров, МКЭ, метод перемеще-

ний и др). Выбор того или иного метода для динамического расчета сложной 

механической системы зависит от структуры этой системы, задач расчета и вы-

числительной техники, имеющейся в распоряжении расчетчика. 

В настоящей работе воспользуемся модификацией МКЭ, основанной на 

точном интегрировании дифференциального уравнения для каждого отдельного 

стержня, прямом и обратном преобразовании Лапласа, в сочетании с построе-

нием амплитудно-фазо-частотных характеристик и методами идентификации 

систем с распределенными параметрами, предложенными в [116, 117]. Подоб-

ный подход был реализован, например, в работе [58] при математическом мо-

делировании продольного удара в стержнях с учетом взаимодействия с внеш-

ней средой, где было показано, что этим методом задачи решаются с достаточ-

ной точностью. В данной работе принципиальной особенностью является то, 

что в качестве возмущающего воздействия фигурирует поле начальных скоро-

стей, а АФЧХ строятся при воздействии фиктивной нагрузки, зависящей от на-

чальных условий [117].  

1.4. Примеры ударных технологических систем 

   

Технические объекты, использующие соударение сложных стержневых сис-

тем с препятствием, широко применяются в различных отраслях техники. 

Можно выделить следующие основные направления: машиностроительное 

оборудование, горнодобывающая и строительная техника, аэрокосмическая 

техника (рис. 2, 3, 4).  
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Примером использования механизмов ударного действия является ковка и 

штамповка. В современном машиностроении процент ковочных и штамповоч-

ных деталей доходит до 80 % , а в отдельных случаях и выше. К машинам удар-

ного действия относятся молоты, клепальные автоматы, которые упрощенно 

представляют собой стержневую систему, обладающую определенной массой и 

скоростью, соударяющуюся с неподвижным рабочим инструментом и телом за-

готовки. Еще одним примером применения систем ударного действия являются 

станки для отделения отливок от литникового блока. Основа действия таких 

станков заключена в ударе некоторой массы о литниковый стержень.  

Механизмы ударного действия нашли широкое применение в горнодобы-

вающей и строительной промышленности. Типичными образцами таких уст-

ройств являются различные гидромолоты, бурильные агрегаты и перфораторы. 

Принцип их действия заключен в периодических соударениях какого-либо 

стержня с рабочим инструментом. Подобной виброударной системой является 

устройство для забивки свай. Кроме этого, в качестве примера можно привести 

устройство для разрушения стен типа тарана.  

Следующим классом ударных и виброударных систем аналогичного принципа 

действия являются различные испытательные стенды ударных воздействий.  

В аэрокосмической промышленности применяются специальные конструк-

ции: шасси самолетов, посадочные и стыковочные устройства космических ле-

тательных аппаратов, десантно-транспортного оборудования, приборные рамы, 

воспринимающие ударные нагрузки при посадке летательных аппаратов на 

взлетно-посадочную полосу или другую поверхность. В подобных конструкци-

ях удар воспринимается стержневой системой, имеющей в своем составе упру-

гие элементы, сосредоточенные и упруго присоединенные массы.  
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Таким образом, существует большое количество ударных устройств, приме-

няемых в различных отраслях техники, при проектировании которых необхо-

димо выполнение расчетов напряжений и деформаций, возникающих в процес-

се удара. В связи с этим актуальна задача разработки методики таких расчетов 

для различных стержневых систем переменного сечения при ударе о препятст-

вие, решению которой и посвящена данная работа. Разработанную методику 

необходимо проверить на примере сложной стержневой системы. В качестве 

типичного объекта был выбран кузнечный молот свободной ковки типа М1345 

(см. главу 4).  

Конструкции ковочных молотов разнообразны, однако, они все основаны на 

общем принципе, суть которого в том, что энергия, необходимая для деформи-
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рования металла, передается с помощью удара. Молот любой конструкции име-

ет следующие основные части (рис. 5): 

– падающие, к которым  относятся баба, шток, поршень и верхний боек; 

– шабот – крупная отливка из стали или чугуна, к которой крепится ниж-

ний боек;   

– станину с фундаментной плитой; на станине крепятся рабочий цилиндр, 

служащий для силового воздействия на падающие части и механизм 

управления; 

– фундамент, служащий общей опорой для шабота, под который уклады-

вают для смягчения удара дубовые брусья, и состоящий из трех частей: 

двух боковых пирсов, на которые опирается станина, и средней части, на 

которую опирается шабот. 

В оборудовании ударного действия рабочий орган разгоняется до опреде-

ленной скорости, при которой происходит контакт верхнего бойка с заготовкой. 

Затем скорость падает до нуля, а накопленная энергия отдается деформируемо-

му телу. Основная часть кинетической энергии расходуется на деформацию ме-

талла. Остальная часть теряется на упругие деформации частей молота, на ко-

лебания шабота и фундамента, на трение при движении падающих частей и т. д. 

На вибрации, которым подвержены, в частности, фундаменты молотов, расхо-

дуется работа, достигающая иногда 5 % полезной работы этих машин [8]. 

В настоящее время наиболее распространены шаботные молоты, которые 

характеризуются тем, что вся эффективная энергия молота перед ударом сосре-

доточена в верхних частях m1, а нижняя, соударяющаяся масса m2 (шабот), с за-

крепленным на нем нижним бойком неподвижна и не имеет запаса кинетиче-

ской энергии (рис. 5).  
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Масса шабота значительно больше массы падающих частей и обычно берет-

ся двадцатикратной. Шабот не связан жестко со станиной, а установлен на спе-

циальной деревянной прокладке, лежащей на бетонном основании.  

Деревянная прокладка предотвращает разрушение фундамента при ударах 

(демпфер). 

В связи с этим все части молота работают в условиях постоянного воздейст-

вия ударных нагрузок и вызываемых ими вибраций, что приводит к трещинам и 

усталостным разрушениям. Одним из путей повышения надежности и долго-

вечности конструкций молотов является совершенствование его быстроразру-

шающихся и изнашивающихся деталей и узлов [47].  

Оценивая традиционные методы расчета и проектирования динамики ко-

вочных молотов, приходится во многих случаях констатировать их отставание 

от требований современного производства и несоответствие возросшему уров-

ню обеспечения предприятий вычислительной техникой. Проблема описания 

динамических процессов деталей молота решалась в основном эмпирическими 

путями [17, 18, 27, 64, 92] или с использованием методов расчета без учета рас-

пределенных параметров и потерь энергии [30, 47, 54, 60, 103,127] преимущест-

венно для штамповочных молотов.  

Классическую теорию удара для расчета реальных ударных систем – моло-

товых установок – применять неприемлемо, поскольку принцип классической 

теории о сохранении суммарной кинетической энергии тел при ударе не вы-

полняется, т. к. часть начальной кинетической энергии переходит при ударе в 

другие виды энергии. 

Проблемам повышения надежности и долговечности элементов конструк-

ции молотов уделялось большое внимание [32, 47, 60, 114, 147]. Впервые пока-

затели работы молотовых установок подробно рассмотрены в трудах А. И. Зи-

мина, И. В. Климова, В. Ф. Щеглова и других [54, 62, 87, 147, 148].   

В исследованиях надежности узла падающих частей молота преимущест-

венное отражение нашли вопросы, связанные со стойкостью штоков, как наи-

менее долговечных деталей. Срок их службы колеблется от месяца до года. 
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Возникающие в штоках напряжения растяжения и сжатия значительно превы-

шают допустимые, что и является основной причиной их усталостного разру-

шения. Во время удара бабы о поковку шток подвергается переменным нагруз-

кам, изменяющимся от нуля до наибольшей величины, от чего на поверхности 

штока, в основном в зоне крепления его с бабой, возникают усталостные микро- 

и затем макротрещины, которые, развиваясь, проникают внутрь и вызывают 

полное разрушение штока. Так в книге А. И. Зимина [54] для определения мак-

симальных напряжений штока при центральном ударе рекомендуется  

формула  

шт

п

m

mVE
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 max , 

где max  – максимальное напряжение, Па; 

Е – модуль упругости, Па;   

V0 – скорость соударения, м/с; 

пm  – масса поковки, кг; 

штm  – масса штока, кг. 

При ее выводе используется допущение, что кинетическая энергия штока 

полностью преобразуется в потенциальную энергию деформации штока. В ра-

боте [51] проводится анализ формул, рекомендованных различными авторами 

(Е. П. Унксов, В. Г. Березкин, Л. М. Тарко). Отмечается, что при одинаковых 

исходных данных по этим формулам можно получить величины, относящиеся 

между собой, как один к трем. Общим в решениях перечисленных автором яв-

ляется то, что колебания штока в процессе деформации поковки не рассматри-

ваются вовсе, а в отношении начальных условий колебаний штока после этой 

деформации делаются достаточно произвольные допущения. При решении вол-

нового уравнения использовался метод ДАламбера и в некоторых случаях ме-

тод Фурье.  

В последнее время при динамических расчетах частей молотов широко ис-

пользуется МКЭ, при использовании которого, например, при моделировании па-
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дающих частей и шабота, приходится решать систему разрешающих уравнений 

МКЭ порядка 100-130 и более уравнений [30]. Однако эти расчеты не позволили 

сделать рекомендации, направленные на улучшение конструкции молота. 

Срок службы баб зависит от многих факторов, однако, он выше срока служ-

бы штоков. Основными изнашиваемыми поверхностями бабы являются боко-

вые стенки гнезда бабы, подкрепление верхнего бойка, причем характерным 

для износа баб в этом месте является образование мелких трещин. 

Наиболее трудоемкой в ремонте деталью молотов является шабот, установ-

ленный на дубовых амортизирующих прокладках фундамента. На шаботе чаще 

всего возникают трещины в узлах гнезда нижнего бойка. При ударе шабот при-

обретает некоторую скорость и начинает двигаться вниз. Этому движению пре-

пятствуют лежащие под ним прокладки и фундамент, передающие нагрузку на 

грунт. Шабот, прокладки, фундамент и грунт обладают упругостью. Поэтому 

после удара фундамент начинает совершать колебательные движения. 

В настоящее время задача проектирования элементов ковочных молотов со-

стоит не только в выборе рациональной ее структуры и разработки конструк-

ции, но и в оптимизации ее параметров. Необходимыми условиями эффектив-

ной оптимизации параметров проектируемой машины, согласно [103],  

являются: 

– создание достаточно точных методов расчета движения, нагружения и на-

пряженно-деформированного состояния звеньев механизмов и элементов кон-

струкций, входящих в состав машины. Необходимая точность этих методов 

требует использования при их разработке фундаментальных зависимостей и ре-

зультатов теорий упругости и пластичности, динамики упругого тела, а так же 

соответствующего математического аппарата; 

– использование современной вычислительной техники, позволяющей про-

ектировщику достаточно быстро и с необходимой точностью осуществлять 

многовариантные расчеты по разработанным методикам и в конечном итоге 

выбрать оптимальный вариант. 
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В связи с вышеизложенным, развитие теоретических методов анализа на-

пряженного и деформированного состояний, разработка методов динамическо-

го расчета элементов конструкции ковочных молотов крайне необходима. 

  

1.5. Выводы. Цель и задачи исследований 

 

В результате проведенного анализа научно-технической информации можно 

сделать следующие выводы:  

1. Классическая теория колебаний основывается на решении дифференци-

альных уравнений и стыковке решений для различных частей системы при вы-

полнении условий совместности.  

2. В настоящее время объем вычислений уже не является определяющим 

фактором. Важным становится построение простых и универсальных алгорит-

мов. Все этапы расчета должны быть строго формализованы при помощи удоб-

ного математического аппарата. Основным является создание достаточно уни-

версальной и эффективной программы вычислений на ЭВМ. 

3. При изучении колебаний обнаруживается, что классических методов не-

достаточно и что необходимы новые, более общие и в то же время менее слож-

ные методы. В связи с этим, перспективным, но недостаточно разработанным 

направлением расчета нестационарных колебаний сложных стержневых систем 

при соударении с препятствием является подход, предложенный в [116, 117], 

основанный на прямом и обратном преобразовании Лапласа, построении пере-

даточной функции вязкоупругой системы с распределенными параметрами, по-

зволяющий осуществлять обоснованный переход от сложной упругой системы 

к ее простой эквивалентной модели с применением современных вычислитель-

ных методов и средств.  

4. Методы динамического расчета элементов конструкции ковочных моло-

тов, как систем с распределенными параметрами, изучены недостаточно полно. 

В связи с изложенным, цель настоящей работы заключается в разработке 

нового подхода в динамических расчетах нестационарных колебаний стержне-
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вых систем при соударении с препятствием, основанного на построении ампли-

тудно-фазо-частотных характеристик, а также апробации методов идентифика-

ции систем с распределенными параметрами. В качестве примера рассматрива-

ются колебательные процессы в ковочном молоте. 

Для достижения поставленной цели были решены следующие основные  

задачи: 

1. Разработана методика динамического расчета нестационарных колебаний 

сложных стержневых систем с распределенными параметрами при соударении 

с препятствием.  

2. Проводится теоретико-экспериментальное исследование напряженно-

деформированного состояния сложной стержневой системы на примере эле-

ментов конструкции рабочих частей ковочного молота, как системы с распре-

деленными параметрами. 

3. Исследуются возможности применения для изготовления штоков ковоч-

ного молота сталей различных марок, а также эффективность нового конструк-

тивного решения – штока с цилиндрическими отверстиями ступенчато-

переменного сечения. 
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2. МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В ДИНАМИКЕ 

ВЯЗКОУПРУГИХ СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

 

2.1. Дифференциальные уравнения малых колебаний  

вязкоупругих тел в операторной форме 

Используемая в данной работе методология расчета нестационарных коле-

баний вязкоупругих систем с распределенными параметрами предложена          

Ю. Н. Санкиным [116, 117]. Ниже приведены основные положения теории ко-

лебаний таких систем, основанные на этом подходе. 

Уравнения динамики линейной вязкоупругой системы, у которой зависимо-

сти между деформациями и напряжениями задаются линейными соотношения-

ми, в операторной форме можно записать следующим образом [116, 136]: 

0
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 f
t

u
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u
RD





 ; 

                                          



 

t

u
DCuCD 1 .                                            (6) 

Здесь   – вектор обобщенных сил или тензор напряжений; 

         u – вектор обобщенных смещений; 

         R – матрица или тензор инерционных характеристик; 

         T – матрица или тензор внешнего рассеяния энергии; 

          f – вектор-функция внешних нагрузок; 

         C – матрица или тензор упругих постоянных; 

         C1 – матрица или тензор коэффициентов внутреннего трения. 

Граничные условия: 

sfn      на  S1; 

                                                              su uun      на  S2,                                                            (7) 

где  n  – оператор статической совместности на поверхности тела; 

 un  – оператор геометрической совместности на поверхности тела;            

sf  – нагрузка  на участке поверхности S1; 

 su – граничное перемещение на S2. 
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Условия совместности по напряжениям и перемещениям на границах ко-

нечных элементов: 

0    nn    на  S1
/ ; 

                                               unun uu      на  S2
/ .                                       (8) 

Знаки «+» и «-» соответствуют различным сторонам границы сопряжения 

элементов S/=S1
/   S2

/. 

Начальные условия: 
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. 

Операторы D и D* сопряженные в смысле Лагранжа:  

                                 

V V S
s

T
s

TT dSuudVDudVD  )(  ,                         (9) 

где  ;s s un u n u   ; 

  V – объем конечного элемента.  

В общем случае граница элемента S=S1S2S1
/S2

/. 

Для пространственного тела операторы      
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D ;       D = (-1) k D * , 

где n  – пространственные координаты; k – порядок оператора; 
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где n  – матрица статической совместности на поверхности тела;  

321 ,, nnn – составляющие нормали к поверхности S;    Inu  ; 

I  – единичный оператор. 
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Для изотропного упругого тела: 
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где G – модуль сдвига, Па;  

1 1иG  – коэффициенты вязкого сопротивления;  

   






211

E
; 

  – коэффициент Пуассона. 

Уравнения подобной структуры справедливы не только для пространствен-

ного тела, но и для стержней, плит и оболочек [136, 141]. 

Частными случаями дифференциальных уравнений теории упругости явля-

ются дифференциальные уравнения продольных и поперечных колебаний 

стержня. 

Так, при продольных колебаниях прямых стержней:  

 = N ; R =  ; С = EF; 

u – продольное смещение. 

Операторы   
x

D



 ;   D = - D*, для которых выполняется условие  

сопряженности:  

  dx
x
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N
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   ,0000 uuuNuN llll    
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где l  – длина стержня, м;  

00; NNll   . 

Тогда уравнение продольных колебаний с учетом сил внутреннего сопро-

тивления запишется в виде (6). 

В случае поперечных колебаний принимаем: 

  = М;    R =  ;  wu  ;  

),( txqf   – интенсивность распределенной нагрузки; 

С = EJ – жесткость при изгибе. 

Операторы   
2

2
*

x
DD




 , для которых справедливо условие сопряженности: 
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где  lll MQ ;  – вектор усилий в конце стержня; 

 000 ; MQ  – вектор усилий в начале стержня; 
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0   – перерезывающие силы, соответственно в начале 

и конце стержня; 
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 0

00 ;  – векторы обобщенных перемещений, 

компонентами которых являются прогиб и угол поворота соответственно в 

конце и начале стержня. 

Тогда уравнение поперечных колебаний стержня примет вид (2). 

Для полного анализа динамического состояния различных конструкций, 

кроме поперечных колебаний, нередко приходится учитывать кручение и сдвиг 

сечений стержней, а также упругие свойства основания. 
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2.2. Построение передаточной функции 

 

Если исключить в уравнениях (6) обобщенные силы, то получим уравнение 

в перемещениях [116]: 

                                         fuK
t

u
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t

u
R 







2

2

,                                    (10) 

где B = T+DC1D
*  – оператор  рассеяния энергии; 

K = DCD*   – оператор теории упругости. 

Граничные условия: 

                                     sfuD
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CCn  )( 1 


      на S1 ;                             (11) 

                                                     u = 0               на S2 .              

Начальные условия 
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.                                     (12)  

Уравнение (10), преобразованное по Лапласу при нулевых начальных усло-

виях, имеет вид [116] 

                   fUKUBpURp 2 ,                                      (13) 

где р – параметр преобразования Лапласа; 

)( pUU   – вектор обобщенных смещений u, преобразованный по Лапласу. 

Известно приближенное решение операторного уравнения (13). Его можно 

записать в виде [116] 

                                  )(
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Тn1 – постоянная рассеяния энергии; 

Тn2 – инерционная постоянная. 
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При действии сосредоточенной силы из формулы (14) получаем 

)()()( pfpWpU  ,  

где 
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Матрица W(p) является передаточной функцией упругой системы.  

Преобразуем выражение (15) к виду 
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Это изображение имеет табличный оригинал [65, 78]: 
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где u(х,t) – импульсная переходная функция. 

 

2.2.1. Амплитудно-фазо-частотная характеристика (АФЧХ). 

Обработка АФЧХ 

 

При p=i  формулы (14) и (15) дают решение задачи о вынужденных гар-

монических колебаниях. Выражение для передаточной функции W(p) примет 

вид: 
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.                                (17) 

Рассмотрим один член ряда (17). Определим вещественную и мнимую часть 

в выражении (17): 

)(Im)(Re)(  WiWW  . 
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Если нанести в комплексной плоскости концы вектора W(), то получим 

кривую (рис. 6), которая называется амплитудно-фазо-частотной характеристи-

кой (АФЧХ). Она начинается со значения  

.0)(Im

;)(Re
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           Рис. 6. Амплитудно-фазо-частотная характеристика  (АФЧХ) [115] 
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Величина 1мах означает частоту, при которой вещественная часть характе-

ристики n-го витка приобретает максимальное значение. Величина n – резо-

нансная частота, при которой мнимая часть n-го витка  АФЧХ приобретает 

максимальное по модулю значение. 

По построенной АФЧХ находятся nмах, n, а также максимальная амплиту-

да Аn  n-го витка. Постоянные времени Тn1 и Тn2 и величина статической подат-

ливости kn, которая в данном случае может быть названа коэффициентом уси-

ления, находятся по следующим формулам [117]: 
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Данная кривая может служить средством для исследования рассеяния энер-

гии [115, 122], а также для приближенного моделирования сложных механиче-

ских систем. 

Также для получения переходного процесса может быть использовано дис-

кретное преобразование Фурье. Результат можно получить, осуществив чис-

ленное интегрирование при t=0…  по формуле 
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 deWtxu ti .                          (19)  

Учитывая то обстоятельство, что при учете рассеяния энергии амплитуда 

спектральной характеристики с увеличением частоты стремится к нулю, т. е. 

высокочастотные составляющие амплитуды с ростом частоты оказывают все 

меньшее влияние на функцию перемещений, можно ограничиться конкретным 

верхним значением частоты. Выбор этого значения предлагается сделать, исхо-

дя из требований точности на основании теоремы Котельникова [53, 144].  

В теореме утверждается, что непрерывная функция может быть заменена 

последовательностью дискретных значений в том случае, если частота дис-

кретных значений в два раза превышает максимальную частоту спектра непре-
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рывной функции, так называемую частоту среза. В данном случае спектральная 

характеристика не имеет ограниченного спектра, т. к. она асимптотически 

стремится к нулю. В этом случае правомерно поставить обратную задачу, за-

ключающуюся в том, что по заданной частоте дискретных значений, опреде-

ленной из требований практической точности, необходимо определить частоту 

среза, при этом отбрасывание диапазона высоких частот не окажет существен-

ного влияния на форму функции перемещений. Частоту дискретных значений 

можно выбрать из общепринятого правила построения синусоид, заключающе-

гося в том, что для построения кривой достаточно 8–12 точек. Основываясь на 

принципах экспериментально-теоретического метода, можно обратиться к по-

лученным экспериментальным данным. По имеющимся осциллограммам в 

процессе эксперимента можно определить  период Т колебаний, с помощью ко-

торого период дискретных значений Т0 вычисляется  по следующей формуле: 

n

Т
Т 0 , 

где n – число дискретных значений (8–12).  

На основании  теоремы Котельникова можно определить верхнее значение 

частоты 

                   
0

max
2

Т

 
 .                                                     (20) 

Таким образом, появляется возможность приближенно заменить спектраль-

ную характеристику с бесконечным спектром на характеристику с ограничен-

ным спектром в пределах точности практического построения графиков. 

После того как осуществлено построение АФЧХ в выбранных точках 

стержневой системы, строятся передаточные функции, которые используются 

для построения переходных процессов по исследуемым параметрам. 



 51

2.3. Вариационные принципы динамики 

вязкоупругих систем с распределенными параметрами 

для разрывных полей смещений и напряжений 

 

Найти решение уравнений (10) в виде (14) возможно лишь в отдельных, от-

носительно простых, случаях. Поэтому воспользуемся приближенным вариаци-

онным методом, позволяющим найти решение с достаточной точностью без 

больших затрат труда. 

Заменим задачу по решению исходных уравнений динамики линейной вяз-

коупругой системы (без учета рассеяния энергии) [116, 117]: 

0
2

2

 f
t

u
RD

 ; 

uCD  

эквивалентной задачей об отыскании стационарного значения некоторого 

функционала. На основании вариационного принципа Гамильтона–

Остроградского, который заключается в утверждении, что движение системы 

при наличии потенциальных сил совершается таким образом, что функционал 

0е  приобретает стационарное значение [77] 

                                         
2

1

0

t

t

dtАПKе ,                                               (21) 

где К – кинетическая энергия системы; 

П – потенциальная энергия системы;                               

А – работа внешних сил при условии, что элементарная работа имеет струк-

туру полного дифференциала; 

t1  и t2 – моменты времени, соответствующие началу и концу движения. 

Условие стационарности функционала (21) означает равенство нулю его  

вариации      
2

1

0

t

t

dtАПKе  . 
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Рассмотрим вариацию кинетической и потенциальной энергии 
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и выражение для элементарной работы внешних сил 

 
S V

TT
s dVufdSufA  . 

Воспользовавшись соотношением (9) и учитывая, что 0u   на S2 
/, то для 

0е  получим следующее выражение [116]: 
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Рассмотрим гармонические колебания. В работе [116] получено  следующее 

выражение для функционала  e0  в случае непрерывных полей смещений и на-

пряжений: 
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             (22) 

Из условия стационарности функционала (22), полагая вариации u  и   

независимыми, получаются уравнения для амплитуд гармонических колебаний 

упругого тела и закон Гука [116]:  

02  fuRD  ; 

                                     uCD                                                      (23) 

и соответствующие граничные условия. 
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Разобьем упругое тело на элементы. На границах элементов выполнены ус-

ловия равновесия и совместности деформаций, такие что 

      0   nnnnn ;                  (24) 

                     0  uuu .                                                (25) 

В случае когда, например, на поверхности S1 
/  терпят разрывы усилия, а на 

участке S2 
/  – перемещения (рис. 7), система уравнений (23) при граничных ус-

ловиях (24) и условиях сопряжения (25) равносильна условию стационарности 

функционала [116]: 

                    

V

TT dVCuDfuRDe  12 )2(
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T T

S S

n udS n u dS     

(знак суммирования по областям V, следуя Прагеру [151], опущен). 

В работе [116] было показано, что уравнения, следующие из условия ста-

ционарности функционала (26), справедливы и в случае, когда на всей поверх-

ности S /=S1
/+S2 

/ терпят разрывы одновременно как усилия, так и перемещения. 

Правило, по которому в этом случае следует добавлять условия сопряжения в 

соответствующие уравнения, предложено в [116] и заключается в следующем. 

После варьирования соотношения (26) с учетом формулы (9) под знаком инте-

грала по  S / будет находится сумма 

                       
   

      .

)()(









unun

uunuun
TT

TT




                         (27) 

Выражение (27) представляет из себя условия сопряжения для перемещений 

и обобщенных сил. Таким образом, остается требование дифференцируемости 

и непрерывности координатных функций только в локальных областях.  
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2.4. Нестационарные колебания в упругих системах 

с учетом рассеяния энергии
*
 

 

Сформулированные вариационные принципы для разрывных полей смеще-

ний и напряжений  позволяют решить задачи, в которых вязкоупругую систему 

можно разбить на элементы с постоянными параметрами, а затем аппроксими-

ровать напряженное и деформированное состояние в каждом из них простыми 

функциональными зависимостями. Произвольные множители разыскиваются 

из условий стационарности соответствующих функционалов. 

Преобразуем уравнения динамики линейной вязкоупругой системы с уче-

том внешнего и внутреннего рассеяния энергии (6), граничные условия (7) и 

условия совместности (8) по Лапласу при заданных начальных условиях [116]: 

                         
* Подробности см. также: Санкин Ю. Н. Метод конечных элементов в динамике вязкоупругих систем в про-
странстве преобразований Лапласа. – Труды Средневолжского математического общества. – 2006. – Т. 8.– № 2. 
– С. 22–33. 

V+ V 

S1+ 

S1 

S2+ 

S2 
u + = u  

n +  + + n    = 0 n   = fs n + + = fs+ 

u  = u s u + = u s+ 

'
1S  

'
2S

Рис. 7. Границы упругого тела 
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aDCUDpСС

faUpTaapUpRD
                         (28) 

                                            sfn    на  S1 ; 

                                                                       su uUn    на S2;                                                        (29) 

                               0    nn    на  S1
/ ; 

                                            unun uu  на  S2
/.                                          (30) 

Уравнения (28), граничные условия (29), условия совместности (30) эквива-

лентны условию стационарности следующего функционала [116]: 
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где С=С+ рС1,   

V – объем элементов, на которые разбито тело (знак суммирования в (31) по 

элементам, на которые разбито тело, опущен).  

Вариация функционала (31) имеет вид [116]: 
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T
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    В случае одного независимого поля перемещений по виду вариации функ-

ционала  (32) заключаем, что нагрузочные члены  n и us строятся согласно  

выражению  

f+pRa0+Ra1+Ta0+DC1D
a0, 
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где Rа1 – поле начальных скоростей;  

PRа0 – поле начальных сосредоточенных перемещений; 

f  – распределенная  нагрузка. 

Будем искать решение для каждой области в виде рядов по числу элемен-

тов, на которые разбита стержневая система: 





n

i
ii p

1

)(  ;       



n

j
jj upu

1

)( ,                                    (33)  

где  )( pi   и )( pj  – некоторые произвольные множители. 

Если считать )( pi  и )( pj  функциями от параметра преобразования  

Лапласа, то возникает возможность решения нестационарных задач. 

Количество рядов n вида (33) равно числу областей, на которые разбито уп-

ругое тело.  Найдем вариации (33), учитывая соотношение Гука: 
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Подставим их в вариацию функционала (32): 
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Из условия равенства нулю выражения (34) приходим к системе уравнений 

относительно )( pi  и )( pj , которая является системой метода конечных 

элементов. 

При выполнении в выражении (34) условия совместности деформаций  по-

лучим уравнения МКЭ, где неизвестными являются узловые перемещения. В 
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результате, учитывая, что разрывы в узлах исчезают ( 0u ) и на границе вы-

полняется условие 0 suu , получим уравнения равновесия узлов упругой 

системы [116]: 

          




    pTURUpuDaDCuDUDрСС j

T

V
j

T 2
011           (35) 
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1
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S

ju
T

sj
T dSunfVduTaRapRaf  

При р=i  получим решение задачи о вынужденных гармонических колеба-

ниях, 1i  – мнимая единица. Тогда уравнения (35) примут вид [116]: 
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         .0)(
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T dSunfVduTaRaRaif                     (36) 

В случае стержневой системы вместо V подразумевается длина стержня l, а 

вместо dV – дифференциал длины dx. Общие формулы для матрицы жестко-

стей, матрицы масс и правых частей уравнений соответственно будут 

  
l

j
T

iij dxuDuDCK ;    
l

j
T

iij dxuum  ;    
l

j
T

j dxuff .          (37) 

Интеграл по длине стержня в выражении нагрузочных членов следует по-

нимать в смысле Стилтьеса, что позволяет учитывать местную нагрузку, не 

прибегая к слишком мелкому разбиению стержней на элементы.  

 

2.4.1. Основные соотношения МКЭ при продольных  
колебаниях стержня 

 

Рассмотрим применение формулы (35) для получения основных соотноше-

ний МКЭ при продольных колебаниях стержня. 

Общие формулы (37) в случае продольных колебаний примут вид [15]: 
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j
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j
T

j xuNdxuqdxuff   .                        (40) 

Вычисление координатных функций осуществим для случая, когда в каче-

стве неизвестных коэффициентов берутся продольные перемещения: nu  в на-

чале и ku  в конце стержня.                     

Для аппроксимации упругой линии балки выберем полином первой степени: 

                                                     xu 10   .                                               (41)  

Составим систему уравнений для определения неизвестных коэффициентов 

аппроксимации i , i=0,1. 

0nu ; 

.10 luk                                                      (42) 

В результате решения системы уравнений (42) неизвестные коэффициенты 

0 1и   будут: 

;0 nu  

).(
1

1 nk uu
l

  

Найденные коэффициенты i  (i=0,1) подставляем в выражение (41) и 

группируем члены с одинаковыми неизвестными краевыми перемещениями: 

.1 kn u
l

x
u

l

x
u 






   

Обозначим 

                                       
l

x
xu

l

x
xu  )(;1)( 21 .                                    (43) 

Выражения (43) представляют собой полиномы Эрмита. Характерным для 

них является то, что  
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;1
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На рисунке 8 показаны зависимости )(),( 2211 xuuxuu  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для вычисления коэффициентов матрицы жесткости необходимо знать пер-

вые производные от координатных функций  21,iui : 

                                        .
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;
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Подставляя (44) в формулу (38), получим матрицу жесткости стержня 
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Матрица масс М, согласно (39), имеет вид 
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После того как матрицы жесткости и массы для отдельных конечных эле-

ментов составлены, формируются матрицы для всей системы. Матрица для сис-

темы в целом получается суммированием матриц для конечных элементов схо-

дящихся в узле. При этом суммируются коэффициенты жесткости, соответст-

 l 

1 

 x

 u1(x) 

 0  l 

1

 x

 u2(x)

 0
  

         Рис. 8. Графики полиномов Эрмита в задаче о продольных колебаниях стержня 
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вующие одному и тому же перемещению. Та же процедура используется и при 

составлении общей матрицы масс.  

Тогда система уравнений для МКЭ в случае продольных колебаний стержня 

примет вид [26]: 
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Величины в квадратных скобках учитывают нагрузку по длине и определя-

ют правые части уравнений МКЭ: 
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где xi – координата точки приложения силы  Ni. 

При действии только равномерной распределенной нагрузки получаем                           

  ;
2

lq
N n


           .

2

lq
N k


  

Введем обозначения: 
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Тогда система (45) перепишется в виде 

  knknnknn uTuSNN  ; 

  kknnknkk uSuTNN  . 

Очевидно, что nkkn EE  ;   nkkn FF  ;   nkkn ll  , следовательно, и nkkn TT  ;   

nkkn SS  . 
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2.4.2. Основные соотношения МКЭ при поперечных 

колебаниях стержня 
 

В случае поперечных колебаний стержня задача решается теми же приема-

ми, что и задача о продольных колебаниях.  

При этом также используются общие формулы (37) для матрицы жестко-

стей и матрицы масс [15, 117]:  
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iij dxuum  .                                           (46) 

Формулы для правых частей уравнений таковы 
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Знаки силовых и геометрических факторов берем согласно рис. 9. 

Рассмотрим вычисление координатных функций, когда в качестве неизвест-

ных коэффициентов берутся прогибы и углы поворота сечений в начале и кон-

це стержня: 
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         Рис. 9. Расчетная схема стержня по методу перемещений (поперечные колебания)
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Для аппроксимации упругой линии балки выберем полином третьей степени 

                                      3
3

2
210 xxxw   .                                     (49) 

Угол поворота сечения задается выражением 

                                      2
321 32 xx

xd

wd
  .                                     (50)  

Составим систему уравнений для определения неизвестных коэффициентов 

аппроксимации i , i=0,1,2,3. 
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В результате решения системы уравнений (51) найдем неизвестные коэф-

фициенты i , причем 1  и 2  получаем из первых двух уравнений, а осталь-

ные будут иметь вид: 
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Найденные коэффициенты i  (i=0,1,2,3) подставляем в выражение (50) и 

группируем члены с одинаковыми неизвестными краевыми перемещениями: 
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Обозначим 
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Выражения (53) представляют собой полиномы Эрмита. Характерным для 
них является то, что  
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На рис. 10 показаны зависимости )(),( 2211 xuuxuu  , )(33 xuu  , 

)(44 xuu  . 

Для вычисления коэффициентов матрицы жесткости необходимо знать вто-

рые производные от координатных функций  1, 2,3, 4iu i  : 
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Рис. 10. Графики полиномов Эрмита для случая поперечных колебаний 

 x

u3(x) 

0 

x

u4(x)

0 

 l 

 1  l 

 x0  x

u2(x)

0  l 

 1 

 l 

12 
dx

du

u1(x) 



 64

Подставляя (53) в общие формулы (37), получим матрицу жесткости  
стержня: 
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Запишем матрицу жесткости К в блочном виде: 
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Матрица масс М имеет вид: 
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Тогда система уравнений МКЭ (36) для поперечных колебаний стержня 

примет вид [26]: 
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При действии только равномерной распределенной нагрузки по всей длине 

балки получаем: 
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Введем обозначения: 
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Приведенные формулы дают хороший результат для коротких стержней. 

Однако это влечет за собой, как правило, большой порядок системы разре-

шающих уравнений и, как следствие, вычислительные трудности. Если форму-

лы для коэффициентов A, B, C, D, G, H получаются точным интегрированием, 

то используется стержень неограниченной длины и, следовательно, устраняется 

вышеуказанный недостаток, но, точные формулы непригодны для стержней 

малой длины, т. к. знаменатели соответствующих формул стремятся к нулю при 

уменьшении длины стержня.  
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2.5. Метод конечных элементов в динамике стержневых систем,  

основанный на точном интегрировании дифференциальных 

 уравнений колебаний стержня (метод перемещений) 

 

2.5.1. Формулы метода конечных элементов для продольных  

и поперечных колебаний стержня 

 

Рассматриваемые соотношения обычно называются формулами метода пе-

ремещений. Эти формулы также следуют и из рассмотренных в пункте 2.3 ва-

риационных соотношений, согласно которым требуется обращение в нуль ва-

риации того или иного функционала. Пусть это будет, например, функционал 

(32). В случае стержневой системы уравнения (28) могут быть выполнены точ-

но. Для этого решается задача Коши с целью построения матрицы переноса.     

С помощью матриц переноса получают матрицу динамических жесткостей 

стержня.  

Пусть ))();(()(  UV T   – вектор текущих значений параметров, а  

);()( 000 UV T   – вектор начальных параметров. Тогда соотношение между 

V ( ) и V (0) можно записать: 

),()()( 0VKV    

где K ( ) – матрица переноса, для нахождения которой необходимо решать за-

дачу Коши для уравнений (28), в предположении, что известен вектор началь-

ных параметров V(0). 

Рассматриваются гармонические колебания, модель одномерна, и поэтому 

исходные уравнения (28) являются обыкновенными дифференциальными урав-

нениями. В общем случае это решение можно записать так [116]: 
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uuu )(
)(  – матрица переноса начальных параметров, эле-

менты которой в общем случае сами являются матрицами; 

К( ) – функции влияния;   

i  – вектор  нагружения в i-м сечении стержня; 

 s  – вектор распределенных нагрузок на участке S1S2. 

Знаки суммирования распространяются на нагрузки слева от сечения. Рас-

смотрим верхнюю строку матричного соотношения (55) для начала и конца 

стержня. Обозначим их индексами n и k соответственно. 
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Обозначив  

nn R ;    0101 )(;)()( BlKAlKlK uuuu  
 . 

Для краевых усилий получим формулу [116] 

 kknn UBuBuAR 000  , 

где А0,В0 – матрицы динамических жесткостей стержня; 

[Uk] – вектор перемещений от местных нагрузок. 

Формулы метода перемещений получаются из решения краевой задачи, за-

ключающейся в нахождении амплитуд краевых усилий и моментов как функ-
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ций вынужденных смещений опорных точек и местной нагрузки, приложенной 

по длине стержня. 

Пусть V( ) – вектор текущих значений параметров. Тогда в случае про-

дольных колебаний: 

,
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где U ( ) – продольное смещение; 

N ( ) – продольная сила. 

В работе [116] из формулы (55) получены точные формулы МКЭ для про-

дольных колебаний стержня, картина перемещений и положительных усилий 

при которых представлена на рис. 11 [116]: 
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Рис. 11. Картина перемещений и положительных усилий  
при продольных колебаниях 

 f(x) 
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В случае поперечных колебаний 

)),(),(),(),(()(  QMwV T   

где )(),(),(),(  QMw  – соответственно, амплитуда прогиба, углы по-
ворота сечения, изгибающий момент и поперечная сила. Расчетная схема 
стержня показана на рис. 12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Выражения для прогибов и углов поворота в начале и конце участка 

стержня имеют вид [16, 116]: 
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Рис. 12. Расчетная схема стержня по методу перемещений 
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Разрешив уравнения (60) относительно неизвестных Мn, Мk, Qn, Qk , полу-

чим формулы метода перемещений [116]: 

                                     knkknknnkn UBUBUAR 0000  ;                               (61)            
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Совокупность формул метода перемещений для краевых усилий в точке k, 

при учете продольных и поперечных колебаний, получается путем объединения 

соотношений (56) и (61). 

В главе 3 будут рассмотрены выводы конкретных формул для элементов 

матрицы переноса К, формул МКЭ и соответствующие дифференциальные 

уравнения.    

 

2.5.2.  Учет рассеяния энергии 

 

При колебаниях конструкции часть энергии деформаций конструктивных 

элементов превращается в тепловую энергию и необратимо рассеивается в ок-

ружающее пространство. Этот процесс обусловлен наличием следующих фак-

торов: внутреннего трения между слоями  материала, трения проскальзывания в 
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соединениях элементов конструкции, внешних сопротивлений (аэродинамиче-

ские силы и т. д.). Силы внешнего сопротивления обычно невелики и поэтому 

ими можно пренебречь. Доминирующую роль играет внутреннее трение в кон-

струкции. Внутреннее трение, как диссипативный фактор, имеет большое прак-

тическое значение, являясь основной причиной демпфирования колебаний. 

Демпфирование обеспечивает затухание всех видов колебаний. На решениях 

дифференциальных уравнений это отражается тем, что обеспечивается устой-

чивость решений этих дифференциальных уравнений. Необходимо отметить, 

что демпфирование обеспечивает также устойчивость конструкции, не требуя 

каких-либо специальных конструктивных решений, т. е. является пассивным 

стабилизирующим фактором. Диссипация существенно влияет и на установив-

шиеся вынужденные колебания [49, 68, 79, 80, 96].  

В связи с изложенным выше, учет влияния рассеяния энергии является важ-

ной частью данных исследований. Это достигается учетом демпфирования, пу-

тем замены всех жесткостных характеристик комплексными величинами, опи-

сывающими одновременно жесткость конструкции и явления затухания  

колебаний. 

Учет упругого рассеяния энергии согласно Фойгту [137] осуществляется 

путем подстановки вместо матрицы С комплексной матрицы или тензора 

С+iC1, а вместо матрицы R величины R+i T. На этом основании С. Е. Соро-

киным [126] для частотно-независимого трения было предложено все  характе-

ристики упругости системы E, G, С,    заменять комплексными величинами:  

 11 iEE  ;    21 iCC  ; 

 31 iGG  ;    41  i . 

Коэффициенты сопротивления   некоторых материалов приведены в таб-

лице 1 (по данным [58]): 
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Табл. 1. Коэффициенты сопротивления   

Материал 
Железобетон 0,05 
Сталь 0,01 
Алюминий 0,007 
Кирпич 0,04 
Дерево 0,03 

Для различных конструкций коэффициент   значительно больше. Так, на-

пример, для металлорежущих станков  =0,1–0,15. Для автомобиля  =0,15–0,17. 

Для шин в вертикальном направлении  =0,17, а для бокового направления 

 =0,25. 

Для тел, обладающих одновременно упругостью, вязкостью и пластичностью 

в различных формах и соотношениях, учет рассеяния энергии будем осуществлять 

согласно [137]. В качестве модели такого тела можно представить пружину. До-

бавляя к пружине последовательным соединением демпфер, получим вязкоупру-

гое тело Максвелла. Для него существуют следующие зависимости: 
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где Mt  – время релаксации напряжений; 

ijS  – тензор напряжений; 

ij  – тензор деформаций. 

Вводя параметр преобразования Лапласа 
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Откуда получаем выражения для  характеристик E и G: 
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Коэффициент Mt  определяется экспериментальным путем.  

Таким образом, в результате возникает возможность прямого построения 

амплитудно-фазо-частотных характеристик при различных вариантах рассеяния 

энергии. 

 

2.5.3. Алгоритм построения уравнений динамики  

ортогональной стержневой системы  

 

Для описания стержневой системы удобно использовать некоторые элемен-

ты теории графов [94]. 

Пусть имеется пространственная прямоугольная стержневая конструкция, 

содержащая n стержней, объединенных m узловыми элементами. Узлы и 

стержни пронумерованы упорядоченно. 

Следуя терминологии, принятой в теории графов, назовем точки, отвечаю-

щие узлам конструкции, вершинами графа, а линии, изображающие связи между 

вершинами и отвечающие стержням конструкции,  ребрами графа. Ребро смеж-

но тем вершинам, которое оно связывает. Очевидно, что граф конструкции, со-

держащей значительное количество узлов и стержней, имеет сложное строение. 

Кроме того, с графами приходится выполнять различные преобразования. По-

этому для формализации описания графов и операций с ними удобно использо-

вать аналитический аппарат, основанный на матричном представлении графа. 

Графу отвечает матрица смежности, число строк которой равно числу вер-

шин графа, а число столбцов  числу его ребер. Элемент аij матрицы А прини-

мает значение 0 или 1 в зависимости от того, смежно ребро j в вершине k или 

нет. По аналогии  можно составить матрицы, хранящие геометрическую и фи-

зическую информацию о свойствах материала стержней, что удобно при                

программировании.  
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Матрица смежности и граф взаимно однозначно соответствуют друг другу в 

том смысле, что, будучи построена по графу, матрица смежности содержит ин-

формацию, необходимую и достаточную для его восстановления. Закон такого 

соответствия определяется выбором нумерации вершин и ребер графа. Измене-

ние нумерации приводит к изменению матрицы смежности.  

Будем называть узел, из которого выходит стержень, его начальным узлом, 

а узел, в который стержень входит, его конечным узлом.  

Две вершины смежные  если они связаны ребром. Каждая вершина счита-

ется смежной самой себе, поэтому на главной диагонали матрицы расположены 

единицы.  

Матрица А симметрична вследствие самого понятия смежности вершин. 

Согласно методу перемещений, после того как найдены краевые реакции 

стержней через вынужденные перемещения его концов (см. п. 2.5.1), необходи-

мо составить условия равновесия узлов.   

Для описания геометрии конструкции необходимо выбрать глобальную 

(общую для всей конструкции) систему координат. Условимся в качестве гло-

бальной принимать правую декартовую систему координат (Х, У, Z) (рис. 13). 

В работе [16] осуществлено приведение перемещений к единой системе ко-

ординат и получены все возможные варианты формул для случая ортогональ-

ной рамы. 

Для составления условий динамического равновесия узлов необходимо для 

каждого узла суммировать соответствующие формулы для стержней, сходя-

щихся в узле (см. рис. 14, 15).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 13. Расчетная схема стержня 

Y 

 z

X 

n k 

 

Un 

un 
Vn 

wn 

 

  

Uk

uk

Vk 

wk 

 y

 x

Z 

 z  y 

 x

Mknz Mkny Rk-

Mknx 

Miy Riy

Mix Rix

Miz Riz 



 77

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

Рис. 15. Местные системы координат для различных вариантов соединений в узле  

Рис. 14. Ортогональные варианты соединения узла 
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Тогда условия динамического равновесия узлов запишутся в виде [116]: 
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 2
    (62) 

где  mn ,,, 21 ;  m  число узлов стержневой системы; 

  p, r, s, t  номер узлов, соседних с n-м узлом; 

Up, Ur, Us, Ut, Un   соответствующие векторы перемещений; 

                        Rn  вектор сосредоточенных нагрузок в n-м узле; 

                        In  матрица инерции n-го узла; 

                         частота колебаний. 

Величины в квадратных скобках могут зависеть от начальных условий от-

дельного стержня. 

При продольных колебаниях:  nknk SA  ;  nknk TB  .  

В случае при поперечных колебаниях стержня ступенчато переменного се-

чения, несущего сосредоточенные массы и жесткости в узлах [116]: 
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Уравнения (62) имеют симметричную матрицу и позволяют находить соб-

ственные частоты и форму колебаний, а также решение задачи о вынужденных 

колебаниях системы. 

Данная методика позволяет осуществлять расчеты для стержней или стерж-

невых систем различной сложности, в том числе и ступенчато переменного се-

чения, с учетом  упруго присоединенных масс. 
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3. МЕТОДИКА РАСЧЕТА  НЕСТАЦИОНАРНЫХ  

КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ  

ПРИ  СОУДАРЕНИИ С ЖЕСТКИМ ПРЕПЯТСТВИЕМ 

 

3.1. Продольные колебания стержней 

 ступенчато-переменного сечения 

 

Рассмотрим частотный метод решения задачи о продольных колебаниях 

стержней ступенчато-переменного сечения с учетом или без учета рассеяния 

энергии при соударении с жестким препятствием, который будем сравнивать с 

известным волновым решением [73] и решением в виде ряда по формам коле-

баний (14) [116, 122, 154]. 

Дифференциальное уравнение продольных колебаний стержня с учетом сил 

внутреннего сопротивления имеет вид [19]:                                         
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Зададим следующие граничные    
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и начальные условия 
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Преобразуем уравнение (63) и граничные условия (64) по Лапласу при за-

данных начальных условиях (65). Тогда уравнение (63) и граничные условия 

(64) запишутся следующим образом: 
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где U = U(p) – преобразованные по Лапласу перемещения точек стержня;   

р – параметр преобразования Лапласа.                                                

Уравнение (66) без учета рассеяния энергии (при   = 0) примет вид: 
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Для полученного неоднородного дифференциального уравнения решается 

краевая задача, заключающаяся в нахождении преобразованных по Лапласу 

краевых продольных сил, как функций краевых перемещений. 

Для этого рассмотрим однородное уравнение продольных колебаний 

стержня с учетом рассеяния энергии 
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Обозначая   
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и переходя к новой переменной 
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x
 , получим вместо (68) 
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Если p = i ,  где   – частотный параметр, то 
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Решение однородного уравнения (69) имеет вид 

    sincos 21 ccu  , 

где a . 
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Постоянные интегрирования с1 и с2 находим из начальных условий: 

u = u0 ;   N = N0, 

где 
d

ud

l

FE
N  ; 
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Т. е.                                  
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Данному решению соответствует следующая матрица переноса: 
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Подставив в формулы (57) полученные выражения для элементов матрицы 

переноса, получим [116, 119]:                                                  
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Индексы n и k указывают, соответственно, начало и конец  участка стержня. 

А геометрические и физические константы с индексами nk и kn относятся  к 

конкретному участку стержня. 

Разбивая стержень на элементы, пользуясь формулами (71), составим урав-

нения динамического равновесия  узлов (62). Эти уравнения представляют со-

бой систему уравнений для неизвестных узловых перемещений. Поскольку со-

ответствующие коэффициенты получаются точным интегрированием, длина 

участков стержня не ограничена.  

Решая полученную систему уравнений при  p =  i , строим амплитудо-фазо-

частотные характеристики для интересующих нас  сечений стержня. Эти АФЧХ 

можно рассматривать как графический образ одностороннего преобразования  

Фурье, который совпадает с преобразованием Лапласа при импульсных воздей-

ствиях. Поскольку все особые точки соответствующих выражений лежат левее 

мнимой оси, обратное преобразование можно осуществлять полагая  p =  i , т. е. 

используя построенные АФЧХ. Задача по построению АФЧХ, где в качестве си-

лового воздействия фигурирует поле начальных скоростей, умноженное на 

плотность стержня, является вспомогательной. Обычно АФЧХ строятся от воз-

действия возмущающих сил, затем численным интегрированием или каким-либо 

иным способом осуществляется обратное преобразование Лапласа. 

1. В качестве простого примера рассмотрим прямолинейный стержень дли-

ны l, который продольно соударяется с жестким препятствием со скоростью V0 

(рис. 16). Определим смещение точек стержня после удара. Будем считать, что 

после удара контакт между препятствием и стержнем сохраняется, т. е. отскок 

стержня не происходит. Если связь является неудерживающей, то задача может 
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рассматриваться как кусочно-линейная. Критерием перехода к другому вариан-

ту решения является смена знака скорости в точке контакта. 

 

 

 

 

                     

 

 

 

В монографии М. А. Лаврентьева, Б. В. Шабата [73] дано волновое решение 

уравнения (67):  
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и найден его оригинал 
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,                  (72) 

где   – единичная  ступенчатая функция.  

Другой подход к решению этой задачи может быть осуществлен методом, 

описанным в пункте 2.2. Применительно к данной задаче будем иметь: 
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Рис. 16. Расчетная схема продольных колебаний сплошного стержня 
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Тогдa формула (14) запишется так: 
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Найдем оригинал                                                                                                         
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                      (74) 

Решение по формам колебаний (74) описывает волновые явления в стержне, 

задаваемые формулой (72), с достаточной точностью при сохранении пяти 

форм колебаний. Оценка точности производилась вплоть до 50 форм колеба-

ний. При этом точность составляет 0,005 % (табл. 2). 

Таблица 2 

Количество форм колебаний и соответствующая им точность 

Количество форм 

колебаний 
5 10 158 20 50 

Точность 0,4 % 0,08 % 0,03 % 0,01 % 0,005 % 
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Рис. 17. Картина прохождения волн, построенная согласно решениям: 1  (72), 2  (74); а, б, в, г, д, е, ж, з, и   

соответственно момент времени t = 0; 0,05; 0,1; 0,13; 0,18; 0,19; 0,2; 0,25; 0,3 мкс. Исходные данные см. табл. 3 
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Рис. 18. Формы колебаний, построенные согласно решениям: 1 – (72), 
2 – (74); а – сечение х = 0,1; б – сечение х = 0,25; в – сечение х = 0,5.  

Исходные данные см. в табл. 3  
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Рис. 19. Зависимость решения (74) от числа членов ряда:  
1 – точное решение (72); 2, 3, 4 – кривые, построенные по формуле (77)  

при   n = 7,  5 и 3 соответственно. Исходные данные см. в табл.  3 
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На рис. 17 и 18 изображены картины прохождения прямой и обратной вол-

ны, полученные по формулам (72) и (74) при n = 7. На рис.  19 представлены 

графики решений согласно формулам (72) и (74) при n = 3, 5, 7. При n = 5 уже 

получается приемлемая точность. Геометрические и физические постоянные 

стержня представлены в таблице 3. Результаты обоих решений практически 

совпадают.   

Решим эту же задачу частотным способом. Из уравнения равновесия 1-го 

узла 

                                                   001101 uTUS                                             (75) 

получим формулу для перемещения конца стержня 1U .  

Теперь, если тестовый стержень постоянного сечения разбить на два произ-

вольных участка длины l01 и l12 (см. рис. 20), то условия равновесия узлов (62) 

будут таковы: 
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В результате решения системы (76) получаем графики АФЧХ для перемеще-

ний в 1-м и 2-м сечениях (U1 и U2  соответственно). Так, изображение для краево-

Рис. 20. Расчетная схема стержня, разбитого на два участка 
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го перемещения в замкнутом виде, с учетом рассеяния энергии, в случае (75) и 

(76) совпадает и имеет вид 
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cos
.                                      (77) 

Таблица 3 

Исходные данные (см. рис. 17, 18, 19, 20) 

Е , МПа 3м

кг
,  l0,2 , м  l0,1 , м  l1,2 , м  F , 2м  

с

м
V ,  

51012 ,  7850 0,5 0,15 0,35 0,03 4 

 

На рис. 21 а  представлен график АФЧХ перемещений конца стержня (ис-

ходные данные см. в табл. 3). Получили, что график, построенный по формуле 

(73) при x = l полностью совпадает с графиками, полученными частотным спо-

собом в случае одного и двух разбиений, откуда следует формула для суммы 

ряда: 
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При этом следует отметить, что в отличие от решения (73), предлагаемый под-

ход не требует знания собственных частот и форм колебаний, что значительно 

упрощает алгоритм решения. 

Далее, проверим совпадение результатов в сечении 1 стержня. На рис. 22 

представлены графики решения (73) при x = l0,1 и в результате решения систе-

мы (76). Они полностью совпадают. Известно, что каждому витку АФЧХ соот-

ветствует один член ряда в решении (14). 

Между экстремальными точками АФЧХ и коэффициентами соответствую-

щих членов ряда в энергетическом решении существует однозначная связь (18), 

которая используется в настоящей работе для осуществления обратного преоб-

разования Лапласа. 
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Рис. 21. а  АФЧХ перемещений конца стержня, построенные по формулам (73)  
и (76) практически совпадают; б, в  соответственно, зависимость мнимой  

и реальной части АФЧХ от частоты. Исходные данные см. табл. 3 
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Рис. 22. а  АФЧХ перемещений в 1-м сечении стержня, построенные по формулам (73) 
и (76) практически совпадают; б, в  соответственно, зависимость мнимой  

и реальной части АФЧХ от частоты. Исходные данные см. табл. 3 
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Построим переходный процесс для конца стержня и произвольного сечения. 

На АФЧХ (см. рис. 21, 22) существенно себя проявляет только один видимый 

виток. Поэтому следует взять один член ряда (16). Для этого с построенной 

АФЧХ необходимо снять характерные частоты и амплитуды. Это легко сде-

лать, если построить вспомогательные графики зависимостей мнимых и дейст-

вительных частей изображений от частоты   (см. рис. 21б, 21в и 22б, 22в). 

Видно, что и на этих графиках существенно проявляет себя одна резонансная 

частота, при которой мнимая и действительная части достигают наибольших по 

модулю значений. Получаем, что характерные величины при принятых    исход-

ных данных принимают значения, представленные в табл. 4. 

Подставив найденные значения  в формулы (18), воспользуемся выражени-

ем (16) для импульсно-переходной функции. Из графиков на рисунке 23 видно 

насколько точное решение (72) и решение по формам колебаний (74) совпадают 

с предлагаемым частотным решением. Погрешность не превышает 18 %. Полу-

ченное расхождение объясняется тем, что решения (72) и (74) не учитывают 

рассеяние энергии в материале стержня. 

 

Таблица 4 

АФЧХ перемещений стержня (рис. 20) 

 АФЧХ перемещений 

конца стержня 

АФЧХ перемещений 

в 1-м  узле 

1  16250 16250 

max1  16170 16170 

1А  1,910-6 8,610-7 

1к  1,86610-8 8,44710-9 
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Рис. 23. Переходный процесс: а  сечение х = 0,1; б  в конце стержня;  
1, 2, 3  графики, построенные соответственно по формулам (72), (74), (16).  

Исходные данные см. в табл. 3 и 4  
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2. В качестве более сложного примера рассмотрим задачу о продольных ко-

лебаниях ступенчатого стержня (рис. 24) с грузом на конце, соударяющегося с 

жестким препятствием со скоростью V0, причем пусть масса груза равна массе 

прилегающего участка стержня: 

lFm  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 24. Расчетная схема продольных колебаний ступенчатого стержня с грузом на конце 

 

Введем характерные сечения 1, 2, 3 стержня, в которых будем вычислять 

перемещения. Составим систему разрешающих уравнений: 
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                               (78) 

В результате решения системы (78) получим графики АФЧХ для перемещений 

во втором (рис. 25) и третьем (рис. 26) сечениях (U2   ( ) и U3 ( ) соответствен-

но). Вычисления производились при следующих значениях постоянных: l = 2 м;  

E = 2.11011 Па;  F = 0.06 м2;    = 7850 кг/м3;  V = 10 м/с. На полученных АФЧХ 

существенно себя проявляют лишь два витка. Поэтому при построении пере-

ходного процесса в выбранных сечениях возьмем два члена ряда (16). Для этого 

предварительно необходимо определить величины 1 , 2 , max1 ,  

max2 , 1к , 2к , 1А , 2А . Их значения приведены в таблице 5. 
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       Рис. 25. АФЧХ перемещений во втором сечении ступенчатого стержня (см. рис. 24) 
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  Рис. 26. АФЧХ усилий в третьем сечении ступенчатого стержня (см. рис. 24) 
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Таблица 5 

АФЧХ перемещений стержня (см. рис. 24) 

 АФЧХ перемещений 

конца стержня 

АФЧХ перемещений 

в 1-м  узле 

1  1661 1661 

max1  1652 1652 

1А  0,0001 0,00025 

1к  -1,0810-6 -2,710-6 

2  4519 4542 

max2  4519 4542 

2А  4,710-5 2,510-5 

2к  4,710-7 2,510-7 

 

В результате получили импульсные – переходные функции )(2 tu  и )(3 tu  

для второго и третьего сечений соответственно (рис. 27). Определим изображе-

ния продольных усилий )(1 N  и )(2 N , возникающих в первом и втором се-

чениях соответственно. Для этого воспользуемся формулой (56), которая в дан-

ном случае примет вид: 

                                          2121211 )( UTTuN  ;                                          (79) 

3232232322 )( UTUSTuN  . 

В результате решения уравнений (79) получим графики АФЧХ усилий  

(рис. 28,  29), с помощью которых найдем оригиналы )(1 tN  и )(2 tN  (рис. 30) 

аналогично подобной процедуре для перемещений. 
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Рис. 27. 1, 2 – первая и вторая формы колебаний соответственно; 3 – результирующие перемещения:  
а, б – второго и третьего сечений стержня соответственно (см. рис. 21) 
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Рис. 28. АФЧХ усилий в первом сечении ступенчатого стержня (см. рис. 24) 
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Рис. 29. АФЧХ усилий во втором сечении ступенчатого стержня (см. рис. 24) 
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Рис. 30. 1, 2 – усилия, соответствующие первой и второй формам колебаний;  

3 – результирующие усилия: а, б – в первом и втором сечениях стержня соответственно (см. рис. 21) 
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В монографии [20] приведен расчет частот pi и форм xi собственных колеба-

ний рассматриваемой задачи методом начальных параметров. Сравнение полу-

ченных результатов с известным решением [20] при одинаковых исходных 

данных в момент времени t = 0,001 с приведено в табл. 6.  

Табл. 6. 

Сравнение решений задачи о колебаниях ступенчатого стержня (см. рис. 24) 

Сечение Параметр 
Метод 

начальных 
параметров 

Решение, основанное 
на построении АФЧХ 

Расхождение 

2 

p1 1662 1661 0,1 % 

x1 0,00171 0,0018 5 % 

n1
* 1,85107 1,9107 2,7 % 

p2 4525 4520 0,11 % 

x2 0,00103 0,00094 8,7 % 

n2 -4,1106 -3,72106 9,3 % 

3 

p1 1662 1660 0,2 % 

x1 0,0036 0,004 11 % 

n1 1,6107 1,8107 12 % 

p2 4525 4520 0,11 % 

x2 -0,00034 -0,0004 17 % 

n2 3,9106 -3,2106 8 % 

*) – ni – усилия, соответствующие i-м собственным частотам 

 

Таким образом, собственные частоты практически совпали. Небольшие рас-

хождения перемещений и усилий, соответствующих этим собственным часто-

там, объясняются тем, что метод начальных параметров обладает недостатком, 

заключающимся в том, что при большом числе участков, при перемножении 

матриц переноса теряется точность. Кроме того, не учитывается рассеяние 

энергии. Эта потеря точности даже в условиях современных ЭВМ может при-

вести к неверным результатам. 
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Вычисления и построение графиков производились на ЭВМ с помощью 

программного пакета MathCAD 6.0 PLUS [149]. 

 

3.2. Поперечные колебания стержней 

 

Дифференциальное уравнение поперечных колебаний стержня на упругом 

основании с учетом деформаций сдвига, инерции вращения сечений и продоль-

ной силы имеют вид [116]: 

  ;0,
2

2









































txm
t

J
x

w
N

x

w

k

FG

x
JE

x mm 





                

  0
2

2
































txpw
t

w

x

w

k

FG

x
, ,           (80) 

где   и m  – коэффициенты сопротивления упругого основания линейному 

перемещению w и повороту сечения  ; 

mJ  – момент инерции при повороте единицы длины поперечного сечения; 

JE   – жесткость при изгибе; 

k

FG 
 – жесткость при сдвиге; 

 k – коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения и характери-

зующий распределение касательных напряжений при сдвиге; 

FG

Nk




1 ;    

N – продольная сила; 

 m(x, t) – распределенный изгибающий момент; 

 p(x, t) – распределенная поперечная нагрузка. 

Рассмотрим стержень постоянного сечения. Если искать решение уравнений 

(80) в виде 
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     txwtxw  sin, , 

то получим 

0
2

2

4

4

 wfb
d

wd
a

d

wd


, 

где 
l

x
  – новый аргумент; l – длина стержня; 

      
JE

l
NJa m 





2

2 ;         






 2
22

JE

lrk
; 

    
G

E
kk  ;     

F

J
r  ;     

FG

kJ
b m





2

1


;    





c
f ;   

FGl

JEk
c






2
.  

Составим характеристическое уравнение 

                                                   024  fba  .                                      (81) 

Всего возможно девять вариантов решения, которым соответствует девять 

матриц переноса, элементы которых приведены в [116]. В данной работе нас 

интересует случай свободных колебаний стержня при ξ=0. 

При расчете поперечных колебаний следует различать тонкие стержни 
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 и стержни высокого сечения 
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, где h – высота стрежня. 

1. Свободным колебаниям балки высокого сечения отвечает следующий 

общий интеграл уравнения (81): 
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Рис. 31. Влияние скорости соударения V на напряжения  (t) и АФЧХ усилий  
в 3 узле N3( ): а, б, в – заготовки из стали, титана и алюминия;  

1, 2, 3 – V = 4, 5, 7 м/c соответственно 
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Определим постоянные интегрирования С1, С2, С3, С4 из условий в начальном 

сечении стержня 

   00000 QMwV T ;;;  .
 

Учитывая, что для амплитуд поворота сечения  , изгибающего момента М и 

поперечной силы Q существуют следующие зависимости: 














 

3

3





d

wd
c

d

dw
d

lb
; 

                                        












 w

d

wd

l

JE
M

2

2

2 


;                                  (83) 





















d

wd
a

d

wd

lb

JE
Q

3

3

3
, 

где   ccabd

1

. 

Воспользовавшись формулами (83) и решением (82), получим систему ал-

гебраических уравнений для постоянных интегрирования, откуда следуют фор-

мулы для С1, С2, С3, С4 : 

JE

l
MwC











22

2

0

2

01 ; 

 















JE

cdl
Q

la
C

22

23

002 ; 

JE

l
MwC











22

2

0

2

03 ; 

 















JE

cdl
Q

lb
C

22

23

004 . 

Сгруппировав соответствующие члены при начальных параметрах, получим 

формулы для функций влияния: 
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которые сведены в таблицу 7. Ниже приведены результаты подстановки  

функций влияния в формулы (61) [16]: 
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Таблица 7 

Элементы матрицы переноса [116] 
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Из полученных соотношений следуют формулы для тонкого стержня: 

  nknknknknknknk tshcha   cossin ; 

  nknknknknk tshb   sin ; 

nknknknknk tshc  2 sin ; 

                                   nknknknknk tchd  2 cos ;                                 (84) 

  nknknknknknknk tshchg  3 cossin ; 

  nknknknknk tshh  3sin ; 

где nknk
nk

ch
t

  cos1
1

;  .4
2

nknk

nk
nknk JE

l




  

Величины, зависящие от фиктивной нагрузки по длине стержня, зависящей 

от начальной скорости, и определяющие правые части разрешающих уравне-

ний, находятся по формулам [120, 121]: 

   nknk
nknknk

nknk
n ch

JE

Vl
w 




cos




 2

2 4
0

4

; 

   nknk
nknknk

nknk
n sh

JE

Vl





 




 sin

3

0
3

2
; 

   2
2 4

0
4





 nknk

nknknk

nknk
k ch

JE

Vl
w 




cos ; 

   nknk
nknknk

nknk
k sh

JE

Vl





 




 sin

3

0
3

2
. 

Рассмотрим применение этого метода на примере решения задачи о попереч-

ных колебаниях балки длины l с жестко заделанным концом (см. рис. 32). 
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Рис. 32. Нумерация верхнего ряда  соответствует уравнениям (85),  

а нижнего  –  уравнениям (86) 
 

Данному вопросу посвящена работа [67], в которой рассматриваются неста-

ционарные колебания ступенчатой балки при сотрясении опор. Для получения 

соответствующих величин, преобразованных по Лапласу, используется метод 

начальных параметров, а затем коэффициенты разлагаются в ряды по степеням 

параметра преобразования Лапласа, что в определенной степени облегчает по-

лучение оригинала. Однако трудности при этом стремительно растут при уве-

личении числа участков стержня. Предлагаемый в данной работе метод облада-

ет тем преимуществом, что вычислительные трудности по нахождению ориги-

нала не зависят от степени сложности стержневой системы. При этом, разуме-

ется, сохраняются сложности при решении задач больших размерностей. 

Полученные результаты будем сравнивать с известным решением по фор-

мам колебаний (14). Применительно к рассматриваемой задаче имеем:   

1 = 


EJ

l2

2)875.1(
;  2 =  


EJ

l 2

2)694.4(
 и др. находятся по таблицам [5]; 

u sh x x ch x xn n n n n    ( ) sin( ) ( ( ) cos( ))     ; 
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Подставив вышеприведенные выражения в формулу (14), получим при p=i 

передаточную функцию упругой системы. 

При решении предлагаемым методом этой задачи для одного участка (к=1) 

система (62) представляет собой матричное уравнение:                                     

01 1 01 0[ ],A W B w                                                       (85) 

которое состоит из двух линейных уравнений. 

      Для двух участков условия равновесия узлов таковы (к=1, 2): 

                      ].[

;][][)(

112212112

21200121211201

wBWAWB

wBwBWBWAA




                     (86) 

В результате решения систем (85) и (86) получаем графики АФЧХ для пер-

вого и второго узла. Определив экстремальные точки АФЧХ, построим им-

пульсные переходные функции. Например, для конца стержня (см. рис. 32, 33)  

значения собственных частот и других параметров приведены в таблице 8.  

На рис. 34 показаны поперечные колебания сечений  в первом и втором узлах. 

Решения, полученные из уравнения (85) и системы (86) и построенные по 

формуле (14), для любого сечения балки практически совпадают.  
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Рис. 33. Влияние размеров заготовки из стали 45 на: а – максимальные  
напряжения max (t=0.01c); б – частоту собственных колебаний  ; 

1, 2, 3, 4, 5, 6 – диаметр d=0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3 м соответственно; V=5 м/c 
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Рис. 34. а – АФЧХ прогибов конца стержня (см. рис. 29), построенные по формулам 
(85), (86) и (14) практически совпадают; б, в – соответственно зависимость мнимой 

и реальной части АФЧХ от частоты: l = 0,8 м;  =7850 кг/м3; E = 2,11011Па; 

F=0,01м2; V = 2м/с. 
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Рис. 35. а, б  – поперечные колебания первого и второго сечений соответственно (см. рис. 32) 
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Таблица 8  

Характерные величины АФЧХ поперечных прогибов конца стержня (рис. 32) 

 АФЧХ перемещений 

конца стержня 

1  820 

max1  816 

1А  -610-6 

1к  -5,810-6 

2  5141 

max2  5167 

2А  2,210-6 

2к  2,210-8 

3  14394 

max3  14323 

3А  -410-6 

3к  -3,910-8 

 

Предлагаемая методика динамического расчета стержня при соударении с 

жестким препятствием допускает обобщения на произвольную стержневую 

систему, позволяет решать задачи динамики стержней ступенчато-

переменного сечения при наличии неограниченного количества упруго при-

соединенных масс, при произвольном силовом воздействии, приложенном на 

концах и по длине стержня, т. е. в условиях, когда непосредственное обраще-

ние соответствующих формул практически невыполнимо [118, 120].  

Таким образом, результаты решения известных задач математической фи-

зики новым частотным методом показывают, что предлагаемый метод позво-

ляет решать задачи с достаточной точностью. Доказана возможность реше-

ния различных задач о соударении деформируемых тел, которые другими 

методами решаются с большими затратами труда или вообще не могут быть 

решены.  
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4. ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ КОВОЧНОГО МОЛОТА В ПРОЦЕССЕ 

УДАРНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ С ЗАГОТОВКОЙ 

 

4.1. Теоретические положения  методики расчета 

напряжений и деформаций, возникающих в рабочих частях 

ковочного молота при ударе о заготовку 

 

В качестве примера соударения сложной стержневой системы с препятстви-

ем рассмотрим динамические явления, возникающие в падающих частях ко-

вочного молота при ударе о заготовку, представляющих собой упругую систе-

му с распределенными параметрами.  

Предлагаемая методика основана на построении математической модели в 

виде суммы колебательных звеньев. Кроме того, учитывается рассеяние энер-

гии как в материале стержней, так и в местах сопрягаемых деталей (стыках), 

рассеяние энергии в которых в большинстве случаев больше, чем в материалах 

стержней.  

Картина распространения упругих волн по деталям молота весьма сложная. 

Поверхность совершает колебания широкого спектра частот, в том числе и зву-

ковые. Это часть энергии удара молота создает шум. Высокочастотные колеба-

ния, возникающие на нижней торцевой поверхности шабота, при определенных 

условиях могут передаваться на фундамент и грунт, а также возбуждать коле-

бания высших порядков в упругих элементах систем виброизоляции. Например, 

если молот установить на фундамент без упругой подкладки, то он быстро пре-

вращает бетон под шаботом в пыль. 

Прочность деталей молота, качественные показатели этой машины зависят 

от силы сопротивления поковки деформированию. У каждого молота сущест-

вует предельная поковка, при которой долговечность слабейшего звена (штока) 

оказывается неудовлетворительной. Шток постоянного сечения весьма далек от 
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равнопрочного состояния. Он работает в условиях больших ударных нагрузок, 

испытывая при ударе напряжение от продольных сил. В месте заделки штока в 

бабу одновременно действуют два неблагоприятных фактора: возникает мак-

симальное динамическое напряжение и имеет место наибольшая концентрация 

напряжений. В итоге подавляющее число поломок таких штоков происходит в 

одном и том же сечении – в заделке. Так же высокая концентрация напряжений 

и, соответственно, разрушения возникают в соединении типа «ласточкин 

хвост» подушки с шаботом.  

Таким образом, при исследовании надежности и долговечности деталей и 

узлов молота возникает необходимость в определении действующих нагрузок. 

Величина нагрузок, возникающих при ковке, во многом определяет технологи-

ческие возможности оборудования, позволяет удачно выбрать необходимые 

технические параметры молота. 

Рассмотрим паровоздушный ковочный молот арочного типа модели М1345. 

Принципиальная схема молота показана на рис. 5.  

Для выполнения расчетов напряженно-деформированного состояния, а так-

же расчета и проектирования устройства для измерения скорости падающих 

частей молота необходимо получить значение максимальной скорости.  

По формуле  для кинетической энергии [147] 

2

2Vm
К


 , 

где m – масса падающих частей молота, кг; 

     V – начальная скорость соударения, м/с; 

     К  – кинетическая энергия, Дж. 

      Для  молота  модели  М1345  масса  падающих  частей  m  =  3150 кг,  

К = 80 кДж. Тогда максимальная скорость будет равна 

с

м

m

K
V 1,7

2
max 


 . 

При этом характер изменения скорости V по ходу бабы вниз может иметь вид 

представленный на рис. 36. 
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В работе [51] доказано, что динамический расчет падающих частей без уче-

та деформации поковки совершенно недопустим. Поковку будем моделировать 

в виде тела Максвелла (см. п. 2.5.2).  

Поскольку полученные в 3 главе формулы справедливы для стержней неог-

раниченной длины, то разбиение на участки можно проводить только в сечени-

ях, где меняются физические или геометрические характеристики объекта.  

При составлении расчетной схемы считалось, что в штоке, бабе, бойках, по-

душке и верхней части шабота возникают продольные колебания, а в основании 

шабота – поперечные. Подкладка под шаботом, состоящая из дубовых брусьев, 

моделируется сосредоточенной жесткостью с в соответствующих узлах систе-

мы. Поскольку соединение верхнего бойка с бабой, нижнего бойка с подушкой 

и подушки с шаботом осуществляется фигурным пазом типа «ласточкин 

хвост», то контактное взаимодействие таких стыков можно моделировать пру-

жиной. Методика расчета контактных деформаций стыков с учетом реальных 

условий заимствована из работы [75].  

 

Ход бабы Н 

V 

2 1 3 

Удар 

Рис. 36. Изменение скоростей V по ходу бабы вниз: 1 – удар с прилипанием;  
2 – нормальный удар; 3 – удар с отскоком рабочих частей [148] 
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Таким образом, расчетная схема (рис. 37) будет состоять из 17 узлов. Участ-

ки 5–6, 10–11 и 12–13 моделируют стыки. Узлы 16, 15 и 17 имеют упругое ос-

нование, заменяющее влияние подкладки из дубовых брусьев. На участках ме-

жду 1 и 15 узлом имеют место продольные колебания, а на участках 15–16 и 

15–17 – поперечные. На завершающей стадии удара верхний боек считается 

присоединившимся к заготовке. 

Предлагаемой расчетной схеме соответствует следующая система разре-

шающих уравнений для построения АФЧХ перемещений: 

 22,122,11
2

2,1 )( uTWTWmS   ; 

   33212133223221121 uTuTWTWSSWT ,,,,,, )(  ; 

   44323244334332232 uTuTWTWSSWT ,,,,,, )(  ; 

   55434355445443343 uTuTWTWSSWT ,,,,,, )(  ; 

 4546565554454 uTWWсWSWT ,,,, )(  ; 

 7767765665676 uTWTWWсWS ,,,, )(  ; 

   88767688778776776 uTuTWTWSSWT ,,,,,, )(  ; 

099889887787  WTWSSWT ,,,, )( ; 

010109910998898  WTWSSWT ,,,, )( ; 

011101110101099109  )(,,, WWсWSWT ; 

012121110111110101211  WTWWсWS ,,, )( ; 

013121312121211111211  )(,,, WWсWSWT ; 

014141312131312131413  WTWWсWS ,,, )( ; 

01515141415141413131413  WTWSSWT ,,,, )( ; 

;0

)(

717,151717,15

616,151616,15151517,1516,1515,141415,14









yy

yyyy

DWH

DWHWcGGSWT
 

0)( 1616,15161616,151516,15  yyy СWcGWH ; 

01616,151616,151516,15  yyy AWCWD ; 

0)( 1717,15171717,151517,15  yyy CWcGWH ; 

0171715171715151715  ,,, yyy AWCWD . 
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Рис. 37. Расчетная схема молота М1345: 1 – поршень; 2 – шток; 3 – баба; 4 – верхний боек; 
 5 – заготовка; 6 – верхний боек; 7 – подушка; 8 – шабот; С5, 6, С10, 11, С12, 13 – жесткости 

 пружин; С16, С15, С17 – сосредоточенные жесткости в узлах 
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Из этой системы находятся изображения перемещений в узлах системы – 

Ui( ). Для вычисления коэффициентов общей матрицы системы используются 

соответствующие формулы, полученные в главе 3. Зная перемещения начала и 

конца стержня, по формуле (56) рассчитываются продольные усилия Ni( ).  

Переходя к оригиналам N(t) посредством формул (16) или (19), находятся на-

пряжения  t  и деформации   t , которые связаны с усилиями следующими 

зависимостями: 

   
F

tN
t  ;       

EF

tN
t  . 

 

4.2. Программный пакет для расчета 

напряженно-деформированного состояния  

стержневой системы при ударном возмущении 

 

Для расчета напряженно-деформированного состояния стержневой систе-

мы, соударяющейся с препятствием, создан программный пакет «Система», на-

писанный на языке BORLAND C++ [11]. Пакет включает в себя основную про-

грамму «Молот.срр», рассчитывающую перемещения и усилия в интересующих 

сечениях стержневой системы и вспомогательные программы по формирова-

нию файла исходных данных, по расчету напряжений деформаций, по построе-

нию графиков АФЧХ и переходных процессов.  Последовательность работы с 

программным пакетом следующая: 

1. Запускается файл «Исходные данные. срр», который, отвечая на во-

просы программы, формирует файл исходных данных. Для этого необходимо 

ответить на следующие вопросы программы: чему равны скорость соударения 

V и число участков n стержневой системы. Затем каждый участок определяется 

стержнем или стыком. В случае стержня вводятся геометрические и физические 

постоянные, к которым относятся модуль упругости Е, масса единицы длины  

 , длина стержня l, коэффициент сопротивления  , радиус d или высота h и 
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ширина b сечения, в зависимости от его формы, наличия упругого основания. 

Если участок представляет собой стык, то вводится только жесткость стыка.  

Таким образом формируется текстовый файл «Исходные данные. txt», в котором 

хранятся одномерные массивы постоянных, размерность которых равна числу 

участков. Выделение ввода исходных данных в отдельную программу, особенно 

при большом числе участков, значительно экономит время расчетчика.    

2. Запускается основная программа «Молот.срр» по расчету перемещений 

и усилий, в которой автоматически формируется система разрешающих урав-

нений относительно изображений неизвестных перемещений, представляющих 

собой условия динамического равновесия узлов (62). Решение осуществляется 

для требуемого диапазона частот методом Гаусса. Коэффициенты основной 

матрицы системы рассчитываются в блоке запроса исходных данных. Усилия 

вычисляются по формуле (56). В результате для каждого узла формируется тек-

стовые файлы перемещений «Ui. txt»  и усилий «Ni. txt», в которых в первом 

столбце находятся значения частот, а во втором и третьем соответствующие им 

действительные и мнимые части перемещений или усилий (i=1,...,n).  

Блок-схема программы приведена на рисунке 38. 
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3. Построение АФЧХ, а также зависимостей мнимых и действительных 

частей перемещений и усилий от частоты производится с помощью  программ 

«АФЧХ. ехе», «Im.exe» и «Re.exe» соответственно. При запуске этих программ 

следует выполнить следующие действия. Нажав на элемент с открытой папкой, 

заполнить поле редактирования файла, выбрав файл «Ui. txt»  или «Ni. txt», 

график которого требуется построить. Должно заполниться поле редактирова-

ния файла. Далее следует нажать кнопку «статистика» для вычисления мини-

мальных и максимальных величин графика, по которым определяются допус-

тимые коэффициенты по двум координатам (k1 и k2), и ввести в окно редакти-

рования коэффициента величину не более минимального из двух рассчитанных 

коэффициентов (чтобы график не выходил за пределы рабочей области). 

В это же время появляется сообщение о значениях АФЧХ в характерных точ-

Запрос исходных 
данных 

Вычисление коэффициентов 
матрицы системы 

Формирование системы 
уравнений 

Решение системы 
уравнений 

 
Вычисление усилий 

 
Выход 

Формирование файла  
перемещений 

Формирование файла 
усилий 

Рис. 38. Блок-схема программы «Молот» 
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ках. Далее следует нажать на кнопку «Прорисовка». После завершения форми-

рования графика на экран выводится соответствующее сообщение. Процедуру 

вывода графика с другим текстовым файлом можно повторить, предварительно 

нажав кнопку «Очистка». Полученный график можно сохранить, нажав кнопку 

«сохранить в файле». 

4. Для нахождения оригиналов усилий, а затем и вычисления напряжений 

и деформаций, требуется запустить программу «Напряжения. срр». Иначе гово-

ря, в этой программе осуществляется обратное преобразование Лапласа по 

формуле (19), где интеграл численно находится по методу Симпсона [125].  

В начале программы открываются файлы «Ni. txt». В результате формируются 

текстовые файлы напряжений «Si.txt» и деформаций «Ei.txt», в которых момен-

ту времени в первом столбце соответствует  напряжение или деформация в этот 

момент времени. 

5. Для графического представления зависимостей напряжения и деформа-

ций от времени необходимо загрузить файл «График. срр», работа с которым 

аналогична процедуре, описанной в пункте 3. 

        Преимуществом программного пакета является возможность проведения 

многовариантных расчетов, о необходимости которых сказано в пункте 1.4.  
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4.3. Исследование динамики элементов ковочного молота 

 

Рассмотрим работу программы на примере анализа динамических явлений, 

возникающих в конкретном ковочном молоте модели М1345. Основные техни-

ческие данные и характеристики молота представлены в таблицах 9 и 10.  

Таблица 9 

9. Основные параметры и размеры молота М1345 согласно ГОСТ 9752-75 

Масса молота, кг 72700 

Номинальная масса падающих частей, кг 3150   5% 

Давление воздуха, МПа 0,6 – 0,8 

Энергия удара, кДж 80 

Диаметр цилиндра, мм 460 

Номинальная масса шабота, кг 47250 

Масса поршня, кг 300 

Наибольшая масса поковки, кг 320 

Высота рабочей зоны в свету, мм 630 

Наибольшее сечение заготовки (сторона квадрата), мм 230 

Размеры штока, мм 1751595 

Размеры бабы, мм 905710550 

Размеры верхнего и нижнего бойков, мм 300600340 

Размеры подушки, мм 3501000760 

Размеры верхней части шабота, мм 5501800760 

Размеры нижней части шабота, мм 115018001400

 

Расчетная схема молота и система разрешающих уравнений даны в пункте 

4.1. Для работы с программой необходимо иметь значения параметров, пред-

ставленные в таблице 11. 
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Таблица 10 

Детали молота 

Элемент конструкции Материал 

Шток, баба сталь 40ХН2МА 

Верхний и нижний бойки сталь 5ХНМ 

Подушка сталь 35ЛII 

Шабот чугун СЧ 21-40 

 

Таблица 11 

Исходные данные для работы программы 

Начало 

участка 

Конец 

участка 
l, м 

Е, 

105 МПа 

F, 

м2 

 , 

кг/м 

1 2 0,8 2,1 0,024 189 

2 3 0,8 2,1 0,024 189 

3 4 0,453 2,1 0,39 3065,4 

4 5 0,453 2,1 0,39 3065,4 

5 6 пружина с жесткостью 75106 кг/м 

6 7 0,15 2,4 0,204 1601,4 

7 8 0,15 2,4 0,204 1601,4 

8 9 заготовка 

9 10 0,3 2,2 0,204 1601,4 

10 11 пружина с жесткостью 150106 кг/м 

11 12 0,35 2,18 0,76 5966 

12 13 пружина с жесткостью 200106 кг/м 

13 14 0,55 1,55 1,368 9576 

14 15 1,15 1,55 1,368 9576 

15 16 1,15 1,55 2,79 19530 

15 17 1,15 1,55 2,79 19530 
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Узлы 2, 4, 7 включены в расчетную схему для вычисления динамических 

характеристик по длине участков стержней 1–3, 3–5, 6–8 соответственно, с це-

лью определения действующих напряжений и деформаций в любом сечении 

падающих частей. Это можно сделать, произвольно варьируя длины участков 

1–2, 3–4 и 6–7 в пределах длины участка стержня, внутри которого находятся 

эти узлы. 

На первом этапе теоретических исследований был выявлен информативный 

диапазон частот, позволяющих идентифицировать получаемые АФЧХ. Для это-

го провели анализ спектра колебаний падающих частей молота при жестком 

ударе и при ударе о заготовки  различных размеров и материалов с разными 

скоростями соударения в диапазоне частот от 0 до 500 с–1 в различных узлах 

стержневой системы.  

Анализ спектра собственных колебаний рассматриваемой системы показал 

(рис. 39, 40, 41), что при одинаковых исходных данных все узлы системы ко-

леблются с почти одинаковыми собственными частотами, которые не зависят 

от скорости соударения. Наблюдается небольшое увеличение частоты по мере 

удаления от места соударения. Это, по-видимому объясняется различием раз-

меров элементов конструкции молота, которые к тому же изготовлены из стали 

разных марок. Установлено, что информативный диапазон частот составляет 

  = (0 – 400) с– 1. При этом материал поковки существенно не влияет на ука-

занный диапазон частот, вызывая лишь некоторое увеличение резонансной час-

тоты по мере уменьшения модуля упругости Е и коэффициента сопротивления 

материала поковки  . Так при жестком ударе значение резонансной частоты в 

месте заделки штока в бабу составило 160 с-1, для поковки из стали 45              

(Е = 2,11011 Па,   = 7850 кг/м3,   = 0,01) – 204 с– 1, для титанового сплава ОТ4       

(Е = 1,031011 Па,   = 7000 кг/м3,   =  0,01) – 223 с– 1, а для алюминиевого спла-

ва АК6 (Е = 1,051011 Па,   = 2700 кг/м3,   = 0,007), обладающего меньшим 

пределом прочности – 250 с– 1.  
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Рис. 39. Спектр частот собственных колебаний элементов конструкции ковочного молота 
М1345 при соударении с заготовкой (170390 мм) из стали 45: а – 3 узел; б – 4 узел;  

в – 7 узел; 1, 2, 3 – соответственно, скорость удара V = 7, 5, 3 м/с 
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М1345 при соударении с заготовкой (170390 мм) из алюминиевого сплава АК6:  
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Рис. 41. Спектр частот собственных колебаний элементов конструкции ковочного молота 

М1345 при соударении с заготовкой (170390 мм) из титанового сплава ОТ4:  
а – 3 узел; б – 4 узел; в – 5 узел; 1, 2, 3 – соответственно, скорость удара V = 6, 3, 1 м/с 
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Все дальнейшие вычисления проводятся в выявленном информативном 

диапазоне частот   = (0 – 400) с–1. К изменяемым параметрам, при работе мо-

лота, относятся скорость соударения, материал и размеры поковки. 

Теоретические исследования следующего этапа показали, что на напряже-

ния, возникающие в различных узлах системы при соударении падающих час-

тей с заготовкой, влияют все вышеперечисленные параметры (рис. 42 и 43).  

Исследования показали, что увеличение скорости соударения ведет к увеличе-

нию напряжений. При этом прослеживается ярко выраженная корреляция, ко-

торую при необходимости нетрудно установить для любой используемой               

заготовки. 
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V с заготовкой размера 180465 мм: 1 – сталь 45; 2 – титановый сплав ОТ4;  

3 – алюминиевый сплав АК6 
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Рис. 43 позволяет сделать выводы о влиянии размеров заготовки на возни-

кающие напряжения и частоту собственных колебаний в 3 узле.  

Проанализированы все возможные сочетания длин и параметров в пределах 

допустимых для них значений. Длина заготовки может принимать значения до 

0,6 м, т. к. высота рабочей зоны для рассматриваемой модели молота 0,63 м, а 

диаметр не должен превышать 0,3 м. При этом наблюдается, что при фиксиро-

ванном диаметре напряжения с увеличением длины падают, причем чем боль-

ше диаметр, тем выше напряжения. При фиксированной длине напряжения 

возрастают с увеличением диаметра. При одновременном увеличении длины и 

диаметра напряжения также возрастают, а в обратном случае соответственно 

убывают. Установлено, что при соударении падающих частей со стальной заго-

товкой (рис. 44) со скоростью 5 м/с максимальное напряжение в штоке, в зави-

симости от размеров заготовки, возможно до 90 МПа. При увеличении или 

уменьшении скорости соответственно увеличиваются или уменьшаются на-

пряжения. Учитывая, что максимально возможная скорость соударения 7,1 м/с, 

напряжения в месте заделки штока в бабу могут достигать (130–150) МПа. 

Установлено, что максимальные напряжения, в несколько раз превышаю-

щие напряжения в других узлах системы, возникают в месте заделки штока в 

бабу, что подтверждает предварительные сведения из практики о подавляющем 

числе поломок именно в этом сечении. Поэтому актуален вопрос о методах по-

вышения стойкости штоков, что объясняется большими материальными затра-

тами на изготовление штоков и большими простоями оборудования в период их 

замены. 

В настоящей работе предлагается следующий путь уменьшения нагрузок, 

возникающих в месте заделки штока в бабу. Можно попытаться распределить 

нагрузку на несколько сечений. Для этого следует в качестве новой конструк-

ции штока использовать шток с цилиндрическими отверстиями ступенчато-

переменного сечения (рис. 45).   
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Рис. 44. Влияние размеров заготовки из стали 45 на: а – максимальные  
напряжения max  (t = 0,01 c) в месте соединения штока с бабой; б – частоту  

собственных колебаний  ; 1, 2, 3, 4, 5, 6 – соответственно, диаметр  
d = 0,05;  0,1; 0,15; 0,2; 0,25; 0,3 м; V = 5 м/c 
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При динамическом анализе конструкции с таким штоком, получили сниже-

ние напряжений в 3 узле на 15 % в случае стальной заготовки и на 16 %  – в 

случае алюминиевой (см. табл. 12).   

Это достигается за счет перераспределения напряжений во 2, 3, 4 и 5 узлах. 

Так, при использовании предлагаемой конструкции штока, напряжение в про-

блемном 5 сечении уменьшается с 31,2 до 27,5 МПа – в случае стальной заго-

товки и с 20,3 до 17 МПа – в случае алюминиевой. А во втором и третьем узлах 

напряжения увеличиваются приблизительно в три и два раза соответственно, 

что незначительно по сравнению с напряжением в 5 узле. При этом наблюдает-

ся снижение напряжений на (5–6) %  в остальных узлах системы. 

По возникающим напряжениям можно судить о выгодности использования 

штоков из различных материалов. Так, применение штоков из стали 5ХНМ 

плотностью 7820 кг/м3 приводит к снижению напряжений до 12 %. При сравне-

нии АФЧХ (см. рис. 46) для штоков из стали 40ХН2МА плотностью 7850 кг/м3 

и стали 5ХНМ видно, что уменьшении плотности ведет к уменьшению обоих 

витков и, следовательно, снижению динамических напряжений.  
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Рис. 45. Предлагаемая конструкция штока 
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Таблица 12 

Распределение напряжений в падающих частях 

Материал заготовки 
Номер 

узла 

Конструкция штока 

Базовый 

вариант 

Предлагаемый 

вариант 

АК6 

1 2,2 2,3 

2 4,4 11,3 

3 4,7 9 

4 8 11 

5 20,3 17 

6 2,9 2,7 

7 4,2 4 

8-9 8 7,7 

10 13,8 12,7 

Сталь 45 

1 2,5 2,3 

2 5,1 13,2 

3 7,6 13,7 

4 11 15 

5 31,2 26,5 

6 3,3 3,1 

7 4,8 4,6 

8-9 9,2 8,8 

10 14,7 12,9 

 

Предлагаемые изменения (изменения в конструкции штока в сочетании с 

применением стали меньшей плотности), снижают возникающие в месте задел-

ки штока в бабу напряжения на (18–20) %  и направлены на повышение надеж-

ности штоков, что позволяет увеличить срок их эксплуатации, и тем самым со-

кратить материальные потери от замены штоков и от простоя оборудования в 

период их замены. 
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Для проверки предлагаемой методики расчета были проведены эксперимен-

тальные исследования, см. п. 4.4. 
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Рис. 46. Сравнение АФЧХ в месте заделки штока в бабу для штоков из стали разной 
плотности: 1 – сталь 40ХН2МА (базовый вариант);  2 – сталь 5ХНМ  

(предлагаемый вариант); а, б – заготовка 185465 соответственно из стали 45  
и алюминиевого сплава АК6; V=7 м/с 

2 
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4.4. Методика экспериментальных исследований 

напряженно-деформированного состояния 

ковочного молота в процессе работы 

 

Методика разработана с целью изучения взаимосвязей между напряжения-

ми, возникающими в различных частях молота: штоке, бабе, нижнем и верхнем 

бойках, подушке и шаботе (см. рис. 5) и физико-механическими свойствами ма-

териала заготовки, режимом работы молота. 

Критериями оценки процесса удара являлись: 

 – Напряжение  , Па. 

 – Частота продольных  колебаний f, Гц. 

 

4.4.1. Контролируемые параметры и средства их измерения 

 

Для оценки условий взаимодействия падающих частей молота с поковкой 

контролировали скорость удара верхнего бойка молота V, м/с. 

Для измерения скорости движения стержневой системы ковочного молота 

применялся технологический измерительный блок, выполненный на фотодио-

дах типа ФД–1. В основе измерения скорости лежит принцип измерения време-

ни механического перемещения на длине мерного интервала, т. е. применен 

косвенный метод измерения. Скорость определяется путем деления величины 

мерного интервала на время движения, определяемого с помощью стандартного 

частотомера типа ЧЗ–64. 

Фотоизлучатель (6) и фотоприемник (7) закреплены на металлической про-

филированной линейке (2), которая фиксируется относительно станины (1) ко-

вочного молота (рис. 47). На бабе молота (3) закреплена узкая диафрагма, кото-

рая пересекает лучи света от фотоизлучателя (6) и тем самым позволяет опре-

делить время движения бабы на длине мерного интервала. 
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Рис. 47. Схема измерения скорости падающих частей молота М1345:     
1  станина; 2  профилированная линейка; 3  баба молота;  4  диафрагма;   

5  заготовка; 6  фотоизлучатель; 7  фотоприемник; 8  бленда 

2 

3 

3 

6 

4 

8 

7 

А  А 



 140

В связи с тем, что поковка (5) имеет различную высоту, применено три мер-

ных интервала. Выбор конкретного интервала осуществляется переключателем 

интервалов. При движении бабы молота, диафрагма (4) перекрывает луч света 

от фотоизлучателя (6), что фиксируется фотоприемником (7). Этот сигнал по-

ступает в электрическую схему измерительного блока. Далее электрическая 

схема выполняет измерение времени между двумя импульсами. Время измеря-

ется с высокой точностью (10– 3 с). Для исключения помех от внешних источ-

ников света на каждый фотодиод надевается бленда (8). 

После каждого измерения кнопкой «Сброс» измерительный блок устанав-

ливается в исходное состояние и подготавливается к следующему измерению. 

Выбор конкретного мерного интервала осуществляется визуально в процессе 

работы молота и устанавливается переключателем выбора конкретных пар фо-

тоизлучателей и фотоприемников. Устройство имеет возможность совмещения 

конца мерного интервала и точки удара путем совмещения профилированной 

линейки.  

Схема электрическая принципиальная измерительного блока изображена  

на рис. 48. 

На профилированной линейке измерителя закреплены с одной стороны из-

лучатели (источники узконаправленного источника света), с другой стороны – 

фотоприемные устройства. При отсутствии диафрагмы свет от излучателя по-

падает в фотоприемное устройство, фотодиод открыт и через него протекает 

ток. На выходе фотоприемного устройства напряжение равно нулю. Выход фо-

топриемного устройства через электрическую схему соединен с измерителем 

интервала времени (в данном случае в качестве измерителя используется часто-

томер электронно-счетный вычислительный ЧЗ–64 в режиме измерения интер-

валов времени).  

Схема измерения работает следующим образом (см. рис. 48). При движении 

молота диафрагма перекрывает луч света от излучателя 1 и фотодиод (VD1) за-

крывается. Время задержки срабатывания фотодиода приблизительно 10-5 с. 
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По фронту изменения потенциала с Umax до Umin мультиватор DD1.1 (564АТ1) 

формирует узкий импульс вида            , длительность которого зависит от  RC-

цепочки. Импульс проходит через DD2.1, инвертируется и устанавливает триг-

гер DD3.1(564ТМ2) в состояние   логической  «1». По переднему фронту (       ) 

с выхода триггера включается частотомер и начинается измерение интервала 

времени.  

При достижении молотом второй точки мерного интервала, диафрагма, закре-

пленная на бабе закрывает луч света от излучателя 2 и закрывается фотодиод 

VD2. Аналогично описанному выше формируется импульс, который поступает на 

второй вход схемы DD2.1, инвертируется и переключает триггер в состояние ло-

гического «0». По заднему фронту сформированного триггером импульса часто-

томер ЧЗ–64 прекращает отсчет времени. На его табло выводится значение изме-

ренного интервала времени в секундах. Точность счета времени  10– 3 с. 

Для приведения схемы в исходное состояние достаточно нажать кнопку 

«Сброс» на электронном блоке и частотомере. Переключатель SA1 предназна-

чен для выбора используемых пар излучателей и фотоприемников. Переменный 

регистр R1 в формирователе импульсов используется для установки порога 

срабатывания фотодиода и компенсации внешней засветки. Излучатели света 

выполнены с собирающей линзой и диафрагмой с круглым отверстием  5 мм. 

В фотоприемниках использованы бленды с отверстием   5 мм для уменьше-

ния воздействия источников постороннего излучения.  

Скорость удара верхнего бойка о заготовку составляла до 7,1 м/с. Амплиту-

ду и частоту продольных колебаний падающих частей молота при ударе о заго-

товку измеряли с помощью стенда, собранного из стандартных, серийно изго-

тавливаемых устройств универсального назначения (см. пп. 4.4.2.1). Результаты 

измерений регистрировались на фотобумаге многоканального светолучевого 

осциллографа Н–117/1.    
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4.4.2. Условия и порядок проведения экспериментов  

4.4.2.1. Экспериментальная установка 

 

Экспериментальная установка была смонтирована на ковочном паровоз-

душном молоте арочного типа модели М1345 в основном производстве ЗАО 

«Авиастар». 

Для контроля амплитуды и частоты продольных колебаний в выбранных 

точках молота в процессе ковки использовали измерительный стенд, схема ко-

торого показана на рис. 49. Данный стенд позволяет измерять параметры про-

дольных колебаний в восьми точках одновременно. Устройства, входящие в со-

став измерительного стенда, располагались на приборном столе, имеющем ко-

лесный ход.  

Напряжения (деформации), возникающие в процессе ковки, принимались и 

преобразовывались тензорезисторами 1 в электрические сигналы (см. рис. 49). 

Далее электрические сигналы усиливались тензометрической станцией  

8-АНЧ-26 (6) и поступали на вход избирателей предела 5, предназначенных для 

выбора диапазона регистрации тока или напряжения, динамического или ста-

тического режима работы осциллографического гальванометра, а также для за-

щиты его от токовых перегрузок. Для записи параметров продольных колеба-

ний использовали многоканальный светолучевой осциллограф 3, позволяющий 

одновременно регистрировать до 18 изменяющихся во времени электрических 

величин (тока или напряжения) и неэлектрических величин, преобразованных в 

электрические. Запись производили на фотобумагу УФ–67 шириной 120 мм. 

Скорость движения фотобумаги подбирали экспериментальным путем, так что-

бы получалась разборчивая картина сигнала во времени, позволяющая с наи-

меньшей погрешностью измерить период продольных колебаний. 

 Калибратор канала 4 использовали для создания электрических сигналов, 

позволяющих осуществить с помощью избирателей предела 5 выбор динамиче-

ского и статического режимов работы осциллографа 3. Относительная погреш-

ность величины калибровочного тока не превышает 1,5 %. 
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Подключение тензорезисторов 1 к тензостанции 6 выполнено по полумос-

товой схеме [9] (рис. 50).  

Используемые тензорезисторы 5П1-5-100 представляют собой петлевую 

решетку (чувствительный элемент) из тонкой константановой фольги, вмонти-

рованную в подложку из высокотемпературной бумаги – фенилона, пропитан-

ной клеем ВС–250. Диапазон измеряемых деформаций от –3000 до  

+3000 мкм/м. Наклейку датчиков осуществляли на предварительно зачищен-

ную и обезжиренную поверхность клеем циакрин [128], обеспечивающим из-

менение номинального сопротивления терморезистора после наклейки не более 

0,5 %.  Датчики наклеивались в 3, 4, 5, 7 и 9 узлах расчетной схемы  

(см. рис. 37). 
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Рис. 49. Блок-схема измерительного стенда:  

1 – тензорезисторы 5П1-5-100;  2 – блок питания; 3 – осциллограф светолучевой Н117/1;
 4 – калибратор канала П029; 5 – избиратели предела Р009 и Р010; 6 – тензом 
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4.4.2.2. Тарировка измерительного стенда 

 

Для повышения точности измерения полезного сигнала от тензорезистора, 

несущего информацию о параметрах продольных колебаний падающих частей 

молота, проводили тарировку (градуировку) измерительного стенда. Целью дан-

ной работы являлось установление соответствия между достаточно точным си-

ловым воздействием (погрешность  1  %) на входе стенда с отклонением свето-

вого луча осциллографа. Для осуществления тарировки применялся специаль-

ный испытательный образец – стальной цилиндр ( 16 мм, l = 71 мм, материал – 

сталь 30ХДСА), на который в соответствии с инструкцией [128] приклеивали 

клеем циакрин тензорезистор. Затем испытательный образец устанавливали в 

универсальную разрывную машину типа ЕU–40, предназначенную для опреде-

R R0 

 ~ U 
 К тензостанции

Тр 

Рис. 51. Электрическая принципиальная схема включения тензорезистора  
по полумостовой схеме 
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ления предела прочности при растяжении, сжатии и изгибе с силами от 0  до 400 

кН, и подвергали сжатию с заданным рядом усилий в прядке возрастания, а за-

тем в порядке убывания. При каждом замере фиксировали воздействующее уси-

лие в кН и отклонение светового луча осциллографа в мм (рис. 51). Тем самым 

устанавливали значение шкалы на осциллографе в величинах нагрузки.     

С целью устранения случайных погрешностей измерения и учета явления гисте-

резиса процессы нагрузки и разгрузки образца проводили несколько раз.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.4.2.3.  Экспериментальные образцы 

 

При изучении процесса удара во время ковки использовались цилиндриче-

ские образцы (табл. 13) из следующих материалов:  

 – углеродистой конструкционной стали 45, применяемой в промышленно-

сти в качестве конструкционного материала для изготовления деталей различ-

ного назначения [32, 50]; 

 
                 Рис. 51. Тарировочный график измерительного стенда для определения  

                параметров продольных колебаний 
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– титанового сплава ОТ4, широко применяемого в авиа- и ракетостроении, 

энергомашиностроении, судостроении, химической промышленности для изго-

товления деталей и конструкций различного назначения [84];  

– алюминиевого сплава АК6, широко применяемого в авиационной про-

мышленности для изготовления различных  деталей и конструкций, к которым 

предъявляются следующие требования: высокая прочность при их относитель-

но низкой массе, коррозионная стойкость, долговечность [84].  

Образцы для проведения испытаний были изготовлены из одной  партии 

материала и соответствовали требованиям стандартов по химическому составу 

и физико-химическим свойствам.  

Таблица 13 

Экспериментальные образцы 

Марка  

материала 

Температура 

ковки, 
°С 

Обозначение  

заготовки 

Размеры  

заготовки, мм 

Масса, 

кг 

Алюминие-

вый сплав 

АК6 

300–470 

А1 80280 3,85 

А2 
100260 5,6 

Титан ОТ4 850–900 Т1 100145 5,09 

Сталь 45 950–1200 
С1 170390 69,5 

С2 180465 83 

 

4.4.2.4. Режимы ковки 

Ковка проводилась в соответствии с маршрутно-технологическим паспор-

том ковки завода. Режимы ковки устанавливали по результатам предваритель-

ных опытов в зависимости от условий и целей экспериментов с учетом техно-

логических возможностей ковочного молота и рекомендаций [71]. Был выбран 

режим единичного удара, при котором баба совершает рабочий ход и останав-

ливается. Регулировка удара и остановка бабы принудительные. Такие удары 

требуются при осадке, обжатии слитков и т. д. 



 148

4.4.2.5. Планирование экспериментов, состав и количество опытов 

 

Исследования проводили однофакторными опытами. Расчет числа парал-

лельных опытов в серии производили, принимая нормальный закон распреде-

ления случайной величины (max  максимального напряжения):  

    2

22

0 ε

σt
n xiβ 

 ,                                                (87) 

где  tß  квантиль нормального распределения измеряемого параметра при дове-

рительной вероятности . Принятому значению ß = 0,95 соответствовало значе-

ние tß = 1,96;  

хi  дисперсия распределения измеряемого параметра; 

   заданная ошибка выборочной средней измеряемого параметра. 

Величину дисперсии определяли по формуле (по результатам предвари-

тельных исследований) 

               1
1

2

2


 

 

n

)X(X
σ

n

i
i

iх ,                                            (88) 

где  Хi  текущее значение параметра при i-м опыте;  

Х   среднее арифметическое значение параметра: 

                                         Х  = 
n

n

i=
iХ

1 ,  
   

                                         (89) 

где  n  число предварительных опытов. 

Заданная ошибка выборочной средней измеряемого параметра: 

                                           X 0 ,                                               (90) 

где 0  – относительная ошибка среднего значения параметра. Рекомендуется 

принимать 0  = 0,15. 

Расчет необходимого числа параллельных опытов на операциях ковки вы-
полняли по результатам предварительных экспериментов для  максимального 

напряжения (max) в рабочих частях ковочного молота (место соединения штока 

с бабой), как параметра, имеющего наибольший разброс значений при замерах 
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(табл. 14). Условия проведения предварительных экспериментов: ковались об-

разцы из стали 45, 170390, V = 5 м/с. Состав и количество опытов при сво-

бодной ковке приведены в табл. 15.         
          

Таблица 14 

Расчет необходимого числа параллельных опытов при исследовании влияния 
технологических факторов процесса свободной ковки на максимальное  

напряжение,  возникающее в рабочих частях ковочного молота 
 

№ опыта  
Параметр  
 max, МПа 

Расчет необходимого числа параллельных 
опытов 

1 48,1  

Х = 55,12 МПа, 
2

iх = 36,15МПа2,  

iх = 6,01 МПа,  

  = 0,15,   = 8,3 мкм, 0n  = 1,96236,15 / 8,32 =  2,02. 

Принимаем число параллельных опытов в серии  

0n = 3. 

 

2 50,3 

3 61,5 

4 49,7 

5 55,9 

6 64,4 

7 53 

8 62,2 

9 57,1 

10 49 

 

Таблица 15 

Состав и количество опытов при свободной ковке 
Материал 
образца 

Размер заготовки, 
мм 

Скорость 
удара V, 
м/с 

Число  
опытов 

Алюминиевый 
сплав 
АК6 

80280 3, 4, 5, 6, 7 253 = 30 
 100260 3, 4, 5, 6, 7 

Титановый сплав 

ОТ4 
100145 3, 4, 5, 6, 7 153 = 15 

 

Сталь 45 
170390 3, 4, 5, 6, 7 

253 = 30 
180465 3, 4, 5, 6, 7 

                                                                                                    Итого: 75 
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4.4.2.6. Метрологическая оценка результатов измерений 

 

Абсолютную погрешность измерения iх
 критериев, являющихся резуль-

татами прямых измерений, определяли, суммируя квадратично систематиче-

ские и случайные погрешности измерения: 

                               ΔΔ
22

ciхixγi σtx
  ,                                      (91) 

где    x iс
 – систематическая погрешность измерения; 

   σt ix2
 – случайная погрешность измерения; 

   t  – коэффициент риска, определяемый доверительной вероятностью  и 

числом измерений n;  

iх
 – средняя квадратическая погрешность измерения:                                            

                                     
 

)( 1

2




 
nn

xx i

ix ,                                               (92) 

где  x  – среднее арифметическое значение измеренного критерия. 

Относительная погрешность измерения  

                                        
x

xi
ix


 .                                                  (93) 

Абсолютные погрешности измерения критериев, являющихся результатами 

косвенных измерений, определяли по формуле:                                                             

                ,x
xd

yd
y  


 

                                            (94)  

где x – параметр, являющийся результатом прямого измерения. 

Формулы для определения абсолютной и относительной погрешности па-

раметров процесса свободной ковки, полученные на основании  зависимостей 

(91)–(94), и результаты расчета по этим формулам сведены в табл. 17.  

В табл. 16 приведен пример расчета погрешности измерения параметра  max. 
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Таблица 16 

Результаты расчета погрешности измерения максимального напряжения 

Параметры Единица измерения Значения параметра 

 max МПа 
48,1; 50,3; 61,5; 49,7; 55,9; 

64,4; 53; 62,2; 57,1; 49 

max  МПа 55,12 

2)(   i  МПа2 325,316 

)1( nt   

( = 95 %, n = 15) 
 2,145 

limmaxmax  
c

 МПа  0,8 

max  %  9,5 % 

 
         Из табл. 17 видно, что относительная погрешность определения парамет-

ров процесса свободной ковки не превышает 20 %. Следовательно, используе-

мые нами измерительные средства достаточно достоверно отражают значения 

контролируемых параметров. 
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Таблица 17 

Расчет относительной погрешности параметров процесса свободной ковки 

Критерии 
Единица 
измерения 

Формула для 
расчета 
критерия 

Формула для расчета 
абсолютной погрешности 

измерения 

Формула для 
расчета 

относительной 
погрешности 
измерения 

Относитель-
ная погреш-
ность изме-
рения, % 

1 2 3 4 5 6 

Напряжение  

при ковке 
МПа  lКР    

KΔlΔΔ lK    
 lK    9,5 

Тарировочный 

коэффициент мм

МПа
 

Tl

P
K 
   2

T

l
K

l

PΔ
Δ T 




  TlK 


   4,5 

Отклонение луча ос-

циллографа при дей-

ствии тарировочной 

нагрузки 

мм lт 
222
ТcТ llТl

σtΔΔ    
T

l
l l

Δ
TТ   5 
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   Окончание табл. 17  

1 2 3 4 5 6 

Отклонение луча  

осциллографа  

при ковке 

мм 21 lll   21 lΔlΔlΔ   
21 lll 


   5 

Расстояние от нуле-

вой линии до нижней 

границы 

 осциллограммы 

мм l1 
222

1 11 lγll σtΔΔ
c

  
1

1
1

l

Δl
l    2 

Амплитуда колеба-

ний   на осцилло-

грамме 

мм l2 
222

2 22 lγll σtΔΔ
c


2

2

2 l

Δl
l    2,5 

Частота собственных 

колебаний  
Гц f 

 

222
fγff σtΔΔ   

 

f

fΔ
f   

 6 
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4.4.2.7. Методика проверки адекватности итоговых зависимостей 

 

Для проверки гипотезы адекватности предложенной методики расчета ре-

альному  процессу свободной ковки находили оценку  дисперсии адекватности: 

        2 2

11

N
о

γ уад
γ

y y
N
nS



 
   ,                          (95) 

где  n0 – число параллельных наблюдений при проведении опыта; 

N – общее число опытов; 

y – среднее арифметическое по n0 наблюдениям в произвольный                 

момент времени; 

y – математическое ожидание параметра оптимизации (расчетное значение 

параметра в произвольный момент времени). 

Адекватность методики проверяли по формуле 

                                            
S

S
F

д

ад
2

2

р
,                                                                                     (96)   

где  Fp – критерий Фишера; 

S д
2  – дисперсия параметра оптимизации: 

                                               



0

1

2

0

2

1

1 n

xх
n iдS ,                                     (97) 

Проверку гипотезы адекватности проводили, задавая уровень значимости    

g = 5 %  и определяя число степеней свободы: 

f1 = N l ; 

f2 = N  (к+1) ,                                              (98) 

где  к – число факторов. 

Гипотеза адекватности полученных теоретических расчетов реальному про-

цессу ковки принимается, если расчетное значения  критерия Fр, определенное 

по формуле (96), будет меньше табличного значения критерия Fт. Результаты 

проверки адекватности математических моделей представлены в Приложении 1. 
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4.5. Сравнение теоретических и экспериментальных результатов 

 

Результаты сравнения теоретических и экспериментальных результатов 

приведены в приложении 2. Средняя погрешность вычислений составляет 14 % 

для частот собственных колебаний и 25 % для амплитуд колебаний. На рис. 52, 

в качестве примера, приведено сравнение теоретических и экспериментальных 

кривых в 3 узле системы для заготовок из стали 45, алюминиевого сплава АК6 

и титанового сплава ОТ4. 

Таким образом получено хорошее экспериментальное подтверждение пред-

варительных теоретических расчетов.  
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Рис. 52. Амплитуда напряжений  в месте заделки штока в бабу (3 узел):  
а  сталь 45, V = 4 м/с; б  титановый сплав ОТ4, V = 6 м/с;  в  алюминиевый сплав АК6, 

V = 6 м/с;  1, 2  соответственно теоретическая и экспериментальная кривые 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В работе выполнен комплекс теоретико-экспериментальных исследований 

динамических явлений в сложных стержневых системах, соударяющихся с 

препятствием. В результате исследований получены новые научные выводы и 

практические результаты: 

1. Разработана методика динамического расчета нестационарных колебаний 

сложных стержневых систем с распределенными параметрами при соударении 

с препятствием. 

Предложенная методика допускает обобщения на произвольную стержне-

вую систему, позволяет решать задачи динамики стержней ступенчато-

переменного сечения при наличии неограниченного количества упруго-

присоединенных масс, при произвольном силовом воздействии, приложенном 

на концах и по длине стержня, т. е. в условиях, когда непосредственное обра-

щение соответствующих формул практически невыполнимо.   

2. Проведены теоретико-экспериментальные исследования напряженно де-

формированного состояния сложной стержневой системы на примере элемен-

тов конструкции рабочих частей ковочного молота как системы с распределен-

ными параметрами. Достоверность предложенной методики подтверждается 

достаточно точным совпадением расчетных данных с результатами экспери-

ментов, проведенных в основном производстве ЗАО «Авиастар» (г. Ульяновск). 

3. Предложена новая конструкция наименее долговечного элемента конст-

рукции «молота – штока», существенно снижающая напряжения, возникающие 

в месте заделки штока в бабу. 
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Приложение 1 

 
Проверка адекватности теоретических расчетов  

 
Проверку гипотезы адекватности теоретических расчетов 

экспериментальным данным проводили по методу дисперсионного анализа, 
изложенному в пп. 4.4.2.7. Исходные данные для расчета представлены в табл. 14. 
Обработку экспериментальных данных и проверку адекватности модели 
осуществляли на ЭВМ, используя программный продукт «Excel 7.0».  

 
Результаты расчёта и проверка адекватности модели 

Параметр Единица измерения Значение параметра 





N

i
yy yy

1

2)(


 МПа2 3386,5 

no — 3 

N — 75 

2
адS  МПа2 135,46 

2
дS  МПа2 1693,25 

Fp — 0,08 

g % 5  

f1 — 74 

f2 — 73 

FТ — 1,32 

Fp  FТ — 1,24 

Вывод Модель адекватна 
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Приложение 2 
Сравнение теоретических и экспериментальных результатов 

За
го
то
вк
а 

№
 д
ат
чи
ка

 

С
ко
ро
ст
ь 

 

со
уд
ар
ен
ия

 V
, м

/с
 Максимальное 

напряжение  max, МПа 

Р
ас
хо
ж
де
ни
е,

 %
 

Частота f, Гц 

Р
ас
хо
ж
де
ни
е,

 %
 

Эксперимент 

(средние  

значения) 

Расчет Экспери-

мент 

Расчет 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

С1 
 

1 

3 30 33,6 12

35 32,5 7,2 
4 34,5 44,7 29,6
5 42,4 54 27
6 50,3 67,1 25
7 54,8 78,3 30

2 

3 2,6 3 14

35 31,4 10,3 
4 3,2 3,6 12,5
5 4,4 5,1 13,8
6 4,8 5,3 10,4
7 6 6,3 5,0

3 

3 8,7 11,6 25

35 31,4 10,3 
4 12,4 15,5 20
5 22 19,5 11,4
6 30 23,4 12
7 33 27,3 17,3

4 

3 35 42,7 21

35 31 11,5 
4 41 49 20
5 42 60 30
6 65,3 73 12
7 76,6 84 16

5 
 

3 2,8 3,6 28
35 31 11,5 4 3,2 3,6 11,2

5 4,7 6,0 27
6 5,5 6,2 13

35 31 11,5 7 6,1 7,4 22

С2 
 

1 

3 23,8 33 28

36 33 8,4 
4 33,9 44 23
5 41,1 55 12
6 51,4 66 28
7 70,2 77 10

2 

3 2,1 2,6 19

36 32 12 
4 2,7 3,5 24
5 4,0 4,4 10
6 4,8 5,2 8,3
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Продолжение приложения 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

С2 

2 7 5,1 5,5 8 36 32 12 

3 

3 14,3 11,5 25

36 33 8,4 
4 20 15,3 30
5 21,4 19,1 12
6 29,4 23 28
7 24,2 26,8 10

4 

3 28,6 36 25

35 31 11,5 
4 40,5 48 18,5
5 53,5 60 12
6 58 72 20
7 60 84 29

5 

3 3 3,5 15

35 31 11,5 
4 3,8 4,7 21
5 4,9 6 19
6 6,6 7 6
7 7,5 8,1 8

А1 
 

1 

3 9,5 13,7 31
40 39,7 0,75 4 15,6 18,3 15

5 29 23 21
6 36 27,5 29,5

35 40 14 7 39 32,1 17,7

2 

3 0,9 1,1 22

35 39 12 
4 1,3 1,5 13
5 1,4 1,8 28
6 1,8 2,2 20
7 2,2 2,6 18

3 

3 3,6 4,8 33

35 39 12 
4 4,6 6,4 28
5 7,7 8,1 5
6 8,4 9,7 14
7 12,5 11,3 9,6

4 

3 10,6 13,7 23

35 39 12 
4 15,9 18,3 15
5 17,5 23 24
6 25 27,5 10
7 25,6 32 20

5 

3 1 1,3 25

35 39 12 
4 1,33 1,5 13
5 1,9 2,2 15
6 3,1 3,7 19
7 3,5 4,1 17
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Продолжение приложения 2 
1 2 3 4 5 6 4 8 9

А2 

1 

3 16,8 17,2 2

35 40 14 
4 18,2 23 26
5 25 28,7 15
6 31,4 34,5 9
7 35,6 40,2 12

2 

3 1,1 1,4 27

34 39 14 
4 1,5 1,8 20
5 1,9 2,3 21
6 2,4 2,7 12
7 2,9 3,2 12

3 

3 5,3 6,1 13

34 39 14 
4 6,9 8,1 15
5 8,4 10,1 20
6 10 12,2 22
7 11 14,2 29

4 

3 13,1 15,5 16

34 39 14 
4 17,8 21,3 17
5 24,1 29 20
6 32,1 35 9
7 37,7 41 8,7

5 

3 0,36 0,4 10 

34 39 14 
4 0,47 0,6 23
5 0,77 0,9 16
6 1,44 1,8 25
7 3 3,5 16

 T 

1 

3 21,2 25,6 20

32 35,5 10 
4 30 34,1 14
5 36,8 42,7 16
6 40,5 51,2 21
7 44,3 59,8 26

2 

3 1,6 2 25

32 34 6,2 
4 2,3 2,7 17
5 2,9 3,4 17
6 3,8 4,1 6
7 4,4 4,8 10

3 

3 8,1 9 10

32 34 6,2 
4 9,8 12 19
5 12 15,1 25
6 12,3 18,1 26
7 19 21,1 11

4 
3 18,2 22 17

32 34 6,2 
4 28,1 35 20
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Окончание приложения 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Т 

4 
5 42,4 46 9,5 

32 34 6,2 6 49,1 55 12 
7 58,3 64 9,7 

5 

3 0,55 0,7 21 

32 34 6,2 
4 0,9 1,1 13 
5 1,2 1,6 33 
6 2,6 2,8 16 
7 4,1 4,7 15 
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