
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ  РОССИЙСКОЙФЕДЕРАЦИИ 

Государственное образовательное учреждение высшего профессионального образования 

УЛЬЯНОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 

 
 

 

 

Ю. В. Псигин,  

С. И. Рязанов, 

А. Д. Евстигнеев 
 

 

ЛАБОРАТОРНЫЕ  РАБОТЫ 
ПО ДИСЦИПЛИНЕ 

«ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ» 

 

Учебное пособие 

 

Под общей редакцией доктора технических наук, 

профессора Н. И. Веткасова 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ульяновск 

2010  



УДК 621.391.01(075) 
ББК 34.5 : 32.965я7 
     П 86 

 

Рецензенты: кафедра «Математическое моделирование технических 

систем» Ульяновского государственного университета; заместитель 

генерального директора по науке НПП «Волга-Экопром», канд. техн. 

наук В. Г. Ромашкин  

 

Псигин, Ю. В. 

Лабораторные работы по дисциплине «Основы математического 

моделирования» : учебное пособие / Ю. В. Псигин,  С. И. Рязанов,              

А. Д. Евстигнеев ; под общ. ред. Н. И. Веткасова. – Ульяновск : 

УлГТУ, 2010. – 89 с. 

 ISBN 978-5-9795-0708-8 

Учебное пособие разработано в соответствии с рабочей программой 

дисциплины «Основы математического моделирования» для студентов всех 

форм обучения специальности 15100165 – Технология машиностроения. 

Учебное пособие предназначено для использования при самостоятельной 

работе студентов и проведении лабораторных и практических занятий. В нем 

изложены основы применения для решения производственных задач методов 

теории графов и линейного программирования, принципов краткосрочного 

планирования ГПС с использованием теории расписаний и организации 

машиностроительного производства как системы массового обслуживания. 

Подготовлено на кафедре «Технология машиностроения» УлГТУ. 

 

УДК 621.391.01(075) 

ББК 34.5 : 32.965я7 

 

 

 

 

© Псигин Ю. В., Рязанов С. И., 

Евстигнеев А. Д., 2010 

ISBN 978-5-9795-0708-8                              © Оформление. УлГТУ, 2010 

П 86 



 3

СОДЕРЖАНИЕ 

ВВЕДЕНИЕ..................................................................................................... 5 

1. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №1. РАЗМЕРНЫЙ АНАЛИЗ 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА                                                                       

С ПРИМЕНЕНИЕМ ТЕОРИИ ГРАФОВ .................................................... 10 

1.1. Выявление технологических размерных цепей 

при помощи теории графов ................................................................. 10 

1.2. Методика расчета технологических размерных цепей.............. 21 

1.3. Задание к лабораторной работе №1 ............................................ 23 

1.4. Содержание работы ...................................................................... 23 

1.5. Средства технологического оснащения ...................................... 24 

1.6. Порядок выполнения работы ....................................................... 24 

1.7. Содержание отчета по лабораторной работе №1 ....................... 25 

1.8. Контрольные вопросы .................................................................. 29 

2. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2. РЕШЕНИЕ                    

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ И ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ЗАДАЧ             

МЕТОДАМИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ ........................... 31 

2.1. Линейное программирование, как область  

математического моделирования ....................................................... 31 

2.2. Симплекс-метод решения задачи линейного  

программирования ............................................................................... 33 

2.3.Табличный метод решения задачи линейного  

Программирования .............................................................................. 34 

2.4. Задание к лабораторной работе №2 ............................................ 36 

2.5. Содержание работы ...................................................................... 36 

2.6. Средства технологического оснащения ...................................... 36 

2.7. Порядок выполнения работы ....................................................... 37 

2.8. Содержание отчета по лабораторной работе №2 ....................... 37 

2.9. Контрольные вопросы .................................................................. 39 

 

 

 



 4

3. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №3. СОСТАВЛЕНИЕ РАСПИСАНИЙ  
ПРИ  КРАТКОСРОЧНОМ ПЛАНИРОВАНИИ РАБОТЫ ГИБКИХ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ ............................................................ 41 

3.1. Задачи, решаемые теорией расписаний ...................................... 41 
3.2. Методы теории расписаний ......................................................... 43 
       3.2.1. Метод «ветвей и границ» ...................................................  43 
       3.2.2. Эвристические решающие правила ................................... 46 
3.3. Задание к лабораторной работе №3 ............................................ 48 
3.4. Содержание работы ...................................................................... 49 
3.5. Средства технологического оснащения ...................................... 49 
3.6. Порядок выполнения работы ....................................................... 49 
3.7. Содержание отчета по лабораторной работе №3 ....................... 52 
3.8. Контрольные вопросы .................................................................. 53 

4. ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №4. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ  
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЯ  
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ЗАДАЧ ............................................................... 55 

4.1. Основные понятия и определения ............................................... 55 
4.2. Общая характеристика систем массового обслуживания ......... 57 
4.3. Оценка  эффективности   разомкнутой   многоканальной  
системы  массового  обслуживания ................................................... 62 
4.4. Оценка  эффективности   замкнутой   многоканальной  
системы  массового  обслуживания ................................................... 67 
4.5. Задание к лабораторной работе №4 ............................................ 72 
4.6. Содержание работы ...................................................................... 72 
4.7. Средства технологического оснащения ...................................... 75 
4.8. Порядок выполнения работы ....................................................... 75 
4.9. Содержание отчета по лабораторной работе №4 ....................... 77 
4.10. Контрольные вопросы ................................................................ 78 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ ............................................................................................. 80 
ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ ..................................................................... 81 
ОСНОВНЫЕ ИСПОЛЬЗОВАННЫЕ ПОНЯТИЯ....................................... 82 
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК .......................................................... 87 
ПРИЛОЖЕНИЯ ............................................................................................. 88 
 



 5

ВВЕДЕНИЕ 

 

Представление о модели и моделировании 

 

Математическое моделирование – это исследование явлений, 

процессов, систем или объектов путем построения и изучения их моделей 

и использования последних для определения или уточнения 

характеристик и рациональных способов построения вновь 

конструируемых технологических процессов, систем и объектов. 

Математическая модель – это абстракция реального мира, в которой 

интересующие исследователя отношения между реальными элементами 

заменены подходящими отношениями между математическими 

категориями. Эти отношения, как правило, представлены в форме 

уравнений и (или) неравенств, характеризующих функционирование 

моделируемой реальной системы. Искусство построения математических 

моделей состоит в том, чтобы совместить как можно большую 

лаконичность в ее математическом описании с достаточной точностью 

модельного воспроизводства именно тех сторон анализируемой 

реальности, которые интересуют исследователя. 

Перевод реального мира на язык математики позволяет получить 

более точное представление о наиболее существенных его свойствах и в 

некотором смысле предсказать будущее. Математическая модель 

позволяет заранее исследовать свойства системы и наметить пути ее 

наилучшей реализации. 

Моделирование – творческий процесс, требующий серьезной 

подготовки и переработки большого объема информации, сочетающий в 

себе трудоемкость и эвристические начала и носящий вероятностный 

(стохастический) характер.  

«Основы математического моделирования» – одна из 

профилирующих дисциплин учебного плана  инженерной специальности 

15100165 – Технология машиностроения. В результате изучения данной 

дисциплины студенты должны получить представление о математических 
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подходах к решению различных  задач, возникающих при разработке 

технологических процессов. Изучение этой дисциплины осложняется 

отсутствием учебников и учебных пособий, охватывающих все темы 

курса и отвечающих требованиям программы. 

Учебное пособие разработано с целью лучшего освоения некоторых 

важнейших тем. Перед заданиями к лабораторным работам оно содержит 

соответствующие основные теоретические положения, методику 

выполнения лабораторных работ и контрольные вопросы по темам.  

В учебном пособии приведены программа курса, темы, подлежащие 

изучению, с аннотированными пояснениями к ним и указанием 

литературных источников, с которыми рекомендуется ознакомиться при 

изучении дисциплины «Основы математического моделирования». 

Учебное пособие поможет студенту в изучении практического 

материала и приобретении навыков решения конкретных практических 

задач. 

 
 

Методика выполнения лабораторных работ 

 

Студенты,  приступающие к выполнению лабораторной работы,  

должны ознакомиться с содержанием работы. Допуск студента к 

выполнению лабораторной работы осуществляется только после проверки 

знания им соответствующих разделов теоретической части курса.  

Студенты,  имеющие неудовлетворительные теоретические знания по 

разделам курса,   относящимся к теме работы,  к ее выполнению не 

допускаются.    

Результаты лабораторной работы оформляют в виде отчета на 

нескольких листах формата А4. Первую страницу (титульный лист) отчета 

оформляют по образцу, приведенному в приложении А. Содержание 

последующих страниц отчета приведено в методических указаниях к 

каждой лабораторной работе. 
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Лабораторная работа считается выполненной после просмотра и 

подписи отчета преподавателем. 

Подготовку некоторых исходных данных и выполнение 

проверочных расчетов следует производить на ЭВМ, используя 

соответствующие программы. 

 

 
Тематический план изучения дисциплины 

 
 

№ 
Раз- 
дела 

Наименование 
разделов 

Количество часов 

Всего 
часов 

Аудиторных Самостоя-
тельных 
(в т. ч. 

контроль 
СРС) 

Лекции 
Практ. 
(сем.) 
занятия 

Лабора-
торные 
работы 

1 Основы математического 
моделирования. Понятия  
и определения. Задачи 
моделирования физических 
систем и  технологических 
процессов. Классификация 
моделей. Основные этапы 
моделирования  

4   4 8 

2 Основные понятия теории 
множеств. Конечные  
и бесконечные множества. 
Понятие подмножества. 
Верхняя и нижняя граница 
множества. Операции  
над множествами 

2   –  6 8 

3 Основы теории графов. 
Теоретико-множественное 
определение графа  

2  4 6 12 

4 Оптимизация 
производственных  
и технологических систем. 
Основные понятия и 
определения  

4   6 10 

 
 

 



 8

Окончание табл. 
1 2 3 4 5 6 7 
5 Линейное программирование.

Основная задача линейного 
программирования 

8  8 10 26 

6 Геометрическое 
программирование. Задача 
геометрического 
программирования. 
Оптимизационные задачи  
с позиномами 

2   8 10 

7 Теория расписаний. Задачи, 
решаемые теорией 
расписания. Методы теории 
расписания 

4  4 6 14 

8 Теория массового 
обслуживания. Общая 
характеристика систем 
массового обслуживания 
(СМО). Случайные процессы. 
Потоки событий 

4  4 6 14 

Итого часов 30  20 52 102 
 
 

Методические указания студентам 

 

Полное освоение программного материала по дисциплине требует 

обязательного посещения студентами всех видов аудиторных занятий 

(лекций, лабораторных работ) и безусловного выполнения в режиме как 

аудиторной, так и внеаудиторной самостоятельной работы. 

Внеаудиторная самостоятельная работа предусматривает 

углубленное изучение лекций и дополнительного теоретического 

материала, выносимого на самостоятельную проработку, обязательную 

подготовку к выполнению лабораторных работ, написание отчетов по ним 

и их своевременную сдачу, выполнение индивидуального задания 

преподавателя. При самостоятельном изучении материала по дисциплине 
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студенту необходимо особое внимание обратить на области применения 

математических моделей.  

Внеаудиторная самостоятельная работа студентов планируется 

кафедрой, осуществляется при консультационной помощи преподавателя. 

Эту работу студент организует по своему усмотрению, при этом им в 

обязательном порядке прорабатываются методические разработки по 

дисциплине, приведенные в списке литературных источников настоящего 

пособия. 

При изучении дисциплины студент должен четко усвоить, что задача 

выбора или разработки новой математической модели вытекает из более 

общей задачи разработки технологического процесса изготовления 

изделий. Необходимо сконцентрировать внимание на значении каждого 

этапа моделирования и использования типовых технических средств, 

математического и программного обеспечения, способствующем 

снижению общих затрат при моделировании, проектировании, 

изготовлении и эксплуатации систем и объектов и разработке и 

реализации технологических процессов.  

По мере освоения лекционного курса предусмотрено проведение 

лабораторных работ по тематике дисциплины и самостоятельной работы 

студентов, что позволит углубить и закрепить конкретные теоретические 

знания, полученные на лекциях. 

Для лучшего усвоения теоретического материала занятия проводятся 

с применением технических средств, компьютерных контролирующих и 

обучающих программ. 

Лабораторные работы охватывают темы, рекомендованные типовой 

программой. На этих занятиях студенты получают задания на ранее 

запланированную работу вместе с методическими указаниями. По ходу 

выполнения работы результаты расчетов записывают в отчет. Кроме 

оформления письменного отчета с анализом и выводами по 

выполненному заданию, при его защите студент должен ответить на 

контрольные вопросы, вынесенные для самостоятельного изучения, в 

форме тестового контроля. 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №1.  

РАЗМЕРНЫЙ АНАЛИЗ  ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА 

 С ПРИМЕНЕНИЕМ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

 

 

Цель работы: получение навыков выполнения размерного анализа 

технологического процесса с использованием метода теории графов. 

 

 

1.1. Выявление технологических размерных цепей 

при помощи теории графов 

 

Деталь в процессе ее изготовления можно рассматривать как 

геометрическую структуру, состоящую из множества поверхностей и 

связей (размеров) между ними. Такую структуру целесообразно изучать 

при помощи графов. 

Графом называется множество точек плоскости, называемых 

вершинами, и множество направленных отрезков, соединяющих эти 

вершины, и называемых дугами [1]. Путем в графе называют 

последовательность дуг, в которой конец каждой предыдущей дуги 

совпадает с началом следующей. Контур – это конечный путь, у которого 

начальная вершина совпадает с конечной.  Эти определения касаются 

ориентированного графа. 

Иногда граф рассматривают без учета ориентации его дуг. В этом 

случае его называют неориентированным графом.  

У неориентированного графа понятия дуга, путь, контур заменяются 

понятиями ребро, цепь, цикл. 

Ребро – это отрезок, соединяющий две вершины. Цепью называется 

последовательность ребер. Циклом называется конечная цепь, у которой 

начальная и конечная вершины совпадают. 

Частным случаем графа является дерево – конечный связный 

неориентированный граф, не имеющий циклов. 
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Если принять поверхности заготовки и детали за вершины, а связи  

между ними за дуги или ребра, то чертеж детали с конструкторскими и 

технологическими размерами можно представить в виде двух деревьев. 

Дерево с конструкторскими размерами (связями) и с размерами припусков 

на обработку называется исходным, а дерево с технологическими 

размерами – производным или технологическим. При совмещении 

исходного и производного деревьев получается совмещенный граф.  

В таком графе в закодированной форме представлена 

геометрическая структура детали и технологического процесса обработки 

заготовки.  Можно, не прибегая к помощи чертежа, а, пользуясь лишь 

информацией графа, производить все необходимые расчеты [2, 3]. 

Любой замкнутый контур на совмещенном графе образует 

технологическую размерную цепь, в которой ребро исходного дерева 

является замыкающим звеном, а дуги производного дерева – 

составляющими звеньями. В терминах теории графов [1, 3] размерная 

цепь – это путь в производном дереве, заданный ребром исходного дерева. 

При известных длинах дуг производного дерева в данной цепи можно  

найти длину пути, т. е. размер или допуск замыкающего звена. В каждой 

размерной цепи один размер должен быть ребром исходного дерева, а 

остальные – дугами производного дерева. 

Для построения графа размерных цепей необходимо на основе 

предварительно разработанного маршрутного технологического процесса 

составить его размерную схему. 

В качестве примера представим  маршрутный технологический 

процесс изготовления ступенчатого вала в крупносерийном производстве 

(табл. 1.1). На эскизе заготовки вала (рис. 1.1, а) представлены размеры 

заготовки З1, З2 и З3, а также размеры припусков Z2, Z4, Z5, Z6, Z7, Z9. 

Индекс размеру припуска присваивают по номеру той поверхности, 

которая образуется в результате его съема. Конструкторские (чертежные) 

размеры детали представлены на ее эскизе (рис. 1.1, б). Все размеры, 

образующие   при   обработке   торцов   и   буртиков вала линейную 

размерную цепь, включающую в качестве звеньев технологические 
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размеры Si, размеры заготовки Зi, конструкторские размеры Аi и размеры 

припусков Zi, представлены на размерной схеме (рис. 1.2). 

Чтобы четко определять положение заготовки на конкретной 

операции, необходимо указать на эскизе (см. табл. 1.1) характерные 

(обрабатываемые и базовые) поверхности заготовки. При этом нет 

необходимости указывать все поверхности. 

На 5-й операции фрезеруют торцы 2 и 9, при этом снимают 

припуски Z2, Z9 и выдерживают линейные размеры S1 (расстояние между 

торцами 2 и 3) и S2 (расстояние между торцами 2 и 9) (см. рис. 1.2) (табл. 1.1). 

Заготовку на 5-й операции устанавливают в призмы с опорой на 

поверхность 3 заготовки. На 5-й операции сверлят также центровые 

отверстия, которые будут использованы на последующих операциях в 

качестве двойной направляющей технологической базы. 

На 10-й операции протачивают поверхности 11, 13 и торец 7, 

выдерживая размеры D2 и D3. Заготовку устанавливают в трехкулачковый 

токарный   патрон   с   упором   в   торец  2  (технологическая  опорная  база).  

На этой операции снимают припуск Z7 и выдерживают технологический 

размер S3 (расстояние между торцами 2 и 7). Здесь же протачивают 

окончательно торец 6, снимая припуск Z6 между поверхностью 6 и 7, и 

выдерживают технологический размер S4, связывающий торцы 2 и 6. 

На 15-й операции протачивают поверхность 16, выдерживая размер 

D1, и торец 4, снимая припуск Z4 и выдерживая технологический размер 

S5,  связывающий торцы 6 и 4. На этой же операции протачивают 

окончательно поверхность 5. Снимают припуск Z5 между поверхностями 4 

и 5, выдерживают технологический размер S6, связывающий торцы 6 и 5. 

Размеры заготовки и технологические размеры из таблицы 
маршрутного технологического процесса наносят на размерную схему (см. 
рис. 1.2), причем конец размерной линии, соответствующий базовой 
поверхности, помечают точкой, а конец, соответствующий обрабатываемой 
поверхности, – стрелкой. Затем приступают к построению графа размерной 
цепи, придерживаясь следующего порядка (рис. 1.3). 
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Табл. 1.1. – Маршрутный технологический процесс  
обработки заготовки вала 

 
№ 
опе-
ра- 
ции 

Наименование  
и содержание операции 

Технологические эскизы 

5 Фрезерно-центровальная 
1. Фрезеровать поверхности 
2 и 9. 
2. Центровать 2 отв. 17. 

10 Автоматная токарная 
1. Точить поверхности 11  
и 13 окончательно,  
поверхность 7,  
предварительно. 

2. Точить поверхность 6 
окончательно. 

15 Автоматная токарная 
1. Точить поверхность 16 
окончательно, поверхность 
4 предварительно. 
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Окончание табл. 1.1 
 

1 2 3 
 2. Точить поверхность 5 

окончательно. 

 

 
а) 

 
б) 
 

Рис. 1.1. Эскизы заготовки (а) и детали (б) 
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Рис. 1.2. Размерная схема технологического процесса 

 
 

Сначала строят производное, затем исходное дерево и  затем 

совмещают их. При совмещении получается граф технологических 
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размерных цепей. Вершины (поверхности) обозначают кружочками, 

внутри которых указывают их номер. 

Дуги производного дерева (рис. 1.3, а) изображают прямыми 

линиями со стрелками на конце, показывающими, в какую вершину они 

входят. В качестве корня производного дерева выбирают вершину, к 

которой по размерной схеме технологического процесса не подходит ни 

одна стрелка (см. рис. 1.2). Такую вершину следует вычертить в виде 

двойного кружка и провести из нее те дуги, которые касаются ее своими 

неориентированными концами. На ориентированных концах этих дуг 

необходимо указать кружками вершины (поверхности), в которые они 

упираются своими стрелками. Из этих вершин следует провести те дуги, 

которые касаются их неориентированными концами, а на концах со 

стрелками указать вершины, в которые они входят. Этот процесс 

продолжают до тех пор, пока все ветви дерева не упрутся в вершины 

(поверхности), из которых не выходит ни одна стрелка. На этом 

построение производного дерева заканчивается. 

 Аналогично  строят  исходное  дерево  (рис. 1.3, б).  Начинают  его 

построение с расположения вершин на бумаге в том же порядке, в каком 

они располагались при построении производного дерева. Исходное дерево 

состоит из ребер, поэтому при построении можно выбрать корнем любую 

вершину, т. е. поверхность на чертеже готовой детали. Конструкторские 

размеры обозначают кривыми, а размеры припусков – волнистыми 

линиями. Так как исходное дерево состоит из ребер, не имеющих 

направления, то оно лишь указывает на то, какие вершины (поверхности) 

связаны между собой конструкторскими размерами, а какие – размерами 

припусков. 
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а) 
 

 
б) 
 
 

 
в) 

 
Рис. 1.3. Порядок построения графа технологических размерных цепей:  

производное (а) и исходное (б) деревья; совмещенный граф (в) 
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 После построения каждого дерева проверяют правильность их 

построения по следующим признакам: 

1. Число  вершин  у  каждого  дерева  должно  быть равно числу 

поверхностей на размерной схеме технологического процесса. 

2. Число ребер (дуг) у каждого дерева должно быть одинаковым, а 

по значению – на одно меньше, чем вершин. 

 3. К каждой вершине производного дерева, кроме корневой, должна 

подходить только одна стрелка дуги, а к корневой вершине – ни одной. 

4. Деревья не должны иметь разрывов и замкнутых контуров. 

После проверки деревья совмещают так, чтобы одноименные 

вершины совпадали. Практически два дерева отдельно можно не строить, 

т. е. сначала строят производное дерево, а затем на нем же – исходное. 

Процесс разбиения графа на отдельные деревья осуществляют для 

упрощения корректировки положения вершин, так как последние надо 

располагать таким образом, чтобы ребра и дуги совмещенного графа не 

пересекались. Совмещенный граф и будет графом технологических 

размерных цепей (рис. 1.3, в). 

Граф размерных цепей не только облегчает выявление цепей, но и 

позволяет обнаруживать ошибки в технологии или чертеже. Например, 

если при составлении производного или исходного деревьев обнаружится 

разрыв между вершинами или появится замкнутый контур, то это 

указывает в первом случае на отсутствие нужных размеров в технологии 

или на чертеже, а во втором – на наличие лишних размеров. 

Любой замкнутый контур совмещенного графа образует размерную 

цепь, у которой ребро исходного дерева является замыкающим звеном, а 

составляющие звенья представлены дугами производного дерева. 

Например, на рис. 1.3, в звенья З2, S1 и Z2 образуют замкнутый контур, т. е. 

размерную  цепь,  у  которой  дуги З2 и S1 – составляющие  звенья,  а ребро  

Z2 – замыкающее звено. Замкнутый контур из звеньев А2, S4 и S6 образует 

новую размерную цепь с замыкающим звеном – ребром А2 и 

составляющими звеньями – дугами S4 и S6. 
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Так как в размерной цепи только одно звено может быть 

замыкающим (конструкторский размер или размер припуска), то при 

выявлении размерных цепей по графу необходимо выбирать такие 

контуры, в которых бы содержалось только по одному ребру исходного 

дерева, а остальные звенья (дуги) принадлежали бы к производному 

дереву. Например, на рис. 1.3, в звенья Z6, Z7, З1, S1 и S4 образуют 

замкнутый контур, но в нем ребра Z6 и Z7 принадлежат исходному дереву, 

поэтому такой контур не следует использовать в качестве размерной цепи. 

В данном случае следует рассмотреть два контура или две размерные 

цепи, а именно: замкнутый контур из звеньев Z7, З1, S1 и S3 и контур из 

звеньев Z6, S3 и S4. Точно так же цепь, состоящую из звеньев Z4, З1, Z7, S3, 

S4 и S5, следует разбить на две цепи, у одной из которых замыкающим 

звеном будет Z7, а у другой Z4.  

Вместе с выявлением технологических размерных цепей необходимо 

по графу определить также знаки составляющих звеньев по следующему 

правилу. Замыкающему звену присваивают знак минус и, начиная от 

этого звена, обходят замкнутый контур в определенном направлении. 

Обход цепи начинают с меньшей из двух вершин, связанных замыкающим 

звеном. Если в направлении обхода следующее звено цепи будет 

соединять вершину меньшего порядкового номера с вершиной большего 

номера, то звену присваивают знак «плюс»; если звено соединяет вершину 

большего номера с вершиной меньшего номера, то ему присваивают знак 

«минус». Одновременно с определением знаков звеньев размерной цепи 

составляют расчетные уравнения из условия, что алгебраическая сумма 

всех звеньев размерной цепи, включая и замыкающее, равна нулю. Затем 

эти уравнения преобразуют в исходные, т. е. составленные относительно 

замыкающего звена. В исходном уравнении (в правой части) звенья, 

имеющие знак плюс, являются увеличивающими, а имеющие знак минус – 

уменьшающими. 

Выявление и расчет технологических размерных цепей по графу 

начинают с двухзвенных контуров, а затем в такой последовательности, 

чтобы в каждой цепи имелось только одно неизвестное по величине звено, 
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а остальные звенья были определены расчетом предыдущих размерных 

цепей. 

Рассмотрим простановку знаков звеньев цепи, состоящей из звеньев 

А2, S4, S6 (рис. 1.3, в). Замыкающему звену А2Δ присвоим знак минус. 

Обход контура начинаем с вершины 2. Звено S4 соединяет вершину 2 с 

вершиной 6, значит оно имеет знак плюс (обход от меньшего к большему 

номеру). Звено S6 соединяет вершину 6 с вершиной 5, поэтому оно имеет 

знак минус (обход от большего к меньшему номеру). Следовательно, 

расчетное уравнение цепи имеет вид 

0642   SSА


 

Исходное уравнение запишем следующим образом: 

.642 SSA


  

Для графа, представленного на рис. 1.3, в, расчетные, исходные 

уравнения и определяемые размеры приведены в табл. 1.2.  

Пример и последовательность расчета технологических размерных 

цепей представлены в работах [2, 3]. 

 

Табл. 1.2. – Уравнения для расчета технологических размерных цепей 

 

Номер 
размер-
ной цепи 

Расчетное уравнение Исходное уравнение 
Опреде- 
ляемый 
размер 

1 023   SA


 23 SA


  S2 

2 061   SA


 61 SA


  S6 

3 0642   SSA


 642 SSA


  S4 

4 0346   SSZ


 436 SSZ


  S3 

5 0655   SSZ


 655 SSZ


  S5 

6 05414   SSSZ


 5144 SSSZ


  S1 

7 0112   SЗZ


 112 SЗZ


  З1 

8 02137   ЗSSZ


 3217 SЗSZ


  З2 

9 031129   ЗЗSSZ


 12319 ЗSЗSZ


  З3 
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1.2. Методика расчета технологических размерных цепей 

 

В технологических размерных цепях число составляющих звеньев 

редко бывает больше пяти (в нашем примере то же самое – см. табл. 1.2). 

Поэтому расчет технологических размерных цепей производят, как 

правило, по методу полной взаимозаменяемости (максимума – 

минимума). 

Методика расчета технологических размерных цепей зависит от 

того, какое звено является замыкающим: размер припуска или 

конструкторский размер детали по чертежу. Если замыкающим звеном 

является размер припуска ZΔ, определяемый для последующей операции 

(перехода), то сначала определяют его минимальную величину ZΔmin по 

справочным  таблицам   (прил. Б)   или  расчетно-аналитическим  методом 

[4, 5]. Минимально  необходимый  припуск на обработку, удаляемый на 

данной операции, складывается из высоты неровностей профиля и 

глубины дефектного слоя, сформировавшихся на предыдущем переходе 

(операции), суммарного отклонения расположения и формы поверхности 

заготовки и погрешности установки заготовки на выполняемом переходе 

(операции). 

Максимально возможный припуск Zi max при обработке поверхности 

определяется расчетом технологической размерной цепи; величиной Zi min 

и суммой допусков, входящих в размерную цепь размеров. 

Определив ZΔmin, составляют исходное уравнение размерной цепи 

относительно ZΔmin: 

 





 

к

i

m

кi
ii XXZ

1

1

1
maxminmin ,


    (1.1) 

где miniX


– наименьший предельный размер i-го увеличивающего звена 

размерной цепи. мм; maxiX


– наибольший предельный размер i-го 

уменьшающего звена размерной цепи, мм; m – число звеньев в цепи; к – 

число увеличивающих звеньев размерной цепи. 
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Так как в каждой технологической размерной цепи имеется только 

одно неизвестное составляющее звено, то задача сводится к решению 

уравнения (1.1) с одним неизвестным. Обозначим определяемый размер 

через X. Если искомый размер является уменьшающим звеном [3], то  

 







к

i

m

кi
ii ZXXX

1

2

1
minmaxminmax .


  (1.2) 

Если же искомый размер является увеличивающим звеном, то 

 







 

1

1

2

1
maxminminmin .

к

i

m

кi
ii XXZX


  (1.3) 

Определив величину Xmax или Xmin, на размер X устанавливают 

допуск Тх в зависимости от назначения технологической операции 

(перехода)  –  предварительная  или  окончательная   обработка  (прил.  В).  

В   первом   случае   обычно   назначают   допуск   по   12 – 14   квалитету,  

во втором  – по 9–11 квалитету. Шлифование обеспечивает обработку по 

6–8 квалитету. 

Предельные отклонения назначают по h, IТ/2 или Н (ГОСТ 25347). 

По величине установленного допуска Тх и по его расположению 

относительно X (h, Н или IТ/2) определяют номинальный размер X по 

одной из следующих формул:                             

;ESXXX max 


      (1.4) 

,EIXXX min 


      (1.5) 

где ESX и EIX – соответственно верхнее и нижнее предельные отклонения 

данного размера, мм.  

Далее определяют номинальный размер припуска ZΔ и его 

наибольший предельный размер ZΔ max. Для этого составляют исходное 

уравнение размерной цепи относительно ZΔ с указанием предельных 

отклонений для всех составляющих звеньев. На основании этого 

уравнения суммируют номинальные размеры и предельные отклонения 

раздельно для увеличивающих и уменьшающих звеньев. По разности 

сумм номинальных размеров увеличивающих и уменьшающих звеньев 

определяют номинальный размер припуска 
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а по разности суммы предельных отклонений – предельные отклонения 

размера припуска 
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    (1.8) 

и, наконец, максимальное значение величины припуска ZΔmax. 

 

 

1.3. Задание к лабораторной работе №1 

 

Разработать маршрутный технологический процесс изготовления 

детали согласно варианта, выданного преподавателем по табл. 1.3 и 

рассчитать технологические размерные цепи методом теории графов. 

 

 

1.4. Содержание работы 

 

В процессе выполнения лабораторной работы разрабатывают  

маршрутный  технологический  процесс  изготовления  представленных  

на рис. 1.4 или рис. 1.5 деталей и производят расчет технологических 

размерных цепей методом теории графов. Проверяют возможность 

обеспечения заданных на чертеже конструкторских размеров, 

рассчитывают межоперационные припуски и операционные размеры, 

проставленные на технологических эскизах разработанного студентом 

маршрутного технологического процесса. Исходные данные для расчета 

поставлены в соответствии с номером варианта студента (табл. 1.3). 

Проверяют правильность результатов расчетов размерных цепей 

методами теории графов вручную расчетом с использованием программы 
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«Chains», оформляют отчет с приложением к нему распечатки результатов 

расчета по этой программе. 

 
 

 

 

 
 

 
Рис. 1.4. Эскизы деталей для выполнения лабораторной работы №1 
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Рис. 1.5. Эскизы деталей для выполнения лабораторной работы №1 

 

 

1.5. Средства технологического оснащения 

 

– Персональный компьютер; 

– микрокалькулятор. 
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Табл. 1.3. – Исходные данные к лабораторной работе №1 
 

№ 
вар. 

№ 
эс-
ки-
за  

Размеры детали, мм 

Шероховатость (Ra) 
поверхностей в 
соответствии с их 
номерами на эскизе, 

мкм 

Годовая 
программа 
выпуска 

деталей, шт. 
А1 А2 А3 А4 1 2 3 

1 1 5+0,1 40-0,1 30-0,1 78-0,1 6,3 3,2 1,6 12 000 
2 1 10+0,1 60-0,15 20-0,2 100-0,1 1,6 0,8 3,2 40 000 
3 1 7+0,5 80-0,3 10-0,3 115-0,1 1,6 3,2 0,8 300 
4 1 8+0,3 100-0,2 15-0,1 130-0,2 0,8 0,8 0,8 100 000 
5 1 15-0,1 125-0,05 25-0,05 190-0,5 6,3 3,2 6,3 15 000 
6 1 20-0,5 20-0,1 10-0,1 80-0,1 3,2 6,3 6,3 25 000 
7 1 10-0,1 35-0,1 5-0,1 85-0,1 6,3 6,3 3,2 5000 
8 1 15+0,2 65-0,6 8-0,2 120-0,2 3,2 0,8 3,2 2500 
9 1 7-0,2 75-0,05 12-0,3 110-0,3 3,2 3,2 3,2 800 
10 1 12+0,2 81-0,15 16-0,6 120-0,5 3,2 0,8 0,8 10 000 
11 1 20-0,5 35-0,4 10-0,1 85-0,2 6,3 3,2 3,2 300 
12 1 15-0,5 20-0,1 5-0,1 80-0,2 1,6 3,2 1,6 15 000 
13 1 20-0,5 60-0,15 20-0,2 120-0,4 3,2 1,6 1,6 5000 
14 2 20-0,5 15-0,2 45-0,1 5-0,1 6,3 3,2 1,6 50 
15 2 10-0,4 15-0,2 50-0,2 10-0,1 3,2 1,6 6,3 100 000 
16 2 28-0,3 14-0,1 60-0,5 10-0,1 1,6 6,3 3,2 3000 
17 2 10+0,3 10-0,1 25-0,1 3-0,1 1,6 3,2 0,8 25 000 
18 2 20+0,6 20-0,3 50-0,5 5-0,2 3,2 1,6 6,3 70 000 
19 2 10+0,1 10-0,1 30+0,1 6-0,2 6,3 1,6 3,2 125 000 
20 2 30+0,4 35-0,3 80+0,3 10-0,1 3,2 6,3 1,6 50 000 
21 2 20-0,2 20-0,2 64+0,1 6-0,1 0,8 1,6 3,2 10 000 
22 2 20-0,1 30-0,1 60-0,1 5-0,1 0,8 3,2 1,6 6000 
23 2 20-0,1 60-0,4 100-0,5 10-0,2 1,6 0,8 3,2 40 000 
24 2 30+0,4 40-0,3 90-0,5 8-0,1 3,2 0,8 1,6 100 
25 2 25+0,3 20-0,2 65-0,1 10-0,2 1,6 1,6 1,6 5000 
26 3 5+0,1 40-0,1 30-0,1 78-0,1 6,3 3,2 1,6 12 000 
27 3 10+0,1 60-0,15 20-0,2 100-0,1 1,6 0,8 3,2 40 000 
28 3 7+0,5 80-0,3 10-0,3 115-0,1 1,6 3,2 0,8 300 
29 3 8+0,3 100-0,2 15-0,1 130-0,2 0,8 0,8 0,8 100 000 
30 3 15-0,1 125-0,05 25-0,05 190-0,5 6,3 3,2 6,3 15 000 
31 3 20-0,5 20-0,1 10-0,1 80-0,1 3,2 6,3 6,3 25 000 
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Окончание табл. 1.3 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
32 3 10-0,1 35-0,1 5-0,1 85-0,1 6,3 6,3 3,2 5000 
33 3 15+0,2 65-0,6 8-0,2 120-0,2 3,2 0,8 3,2 2500 
34 3 7-0,2 75-0,05 12-0,3 110-0,3 3,2 3,2 3,2 800 
35 3 12+0,2 81-0,15 16-0,6 120-0,5 3,2 0,8 0,8 10 000 
36 3 20-0,5 35-0,4 10-0,1 85-0,2 6,3 3,2 3,2 300 
37 3 15-0,5 20-0,1 5-0,1 80-0,2 1,6 3,2 1,6 15 000 
38 3 20-0,5 60-0,15 20-0,2 120-0,4 3,2 1,6 1,6 5000 
39 4 20-0,5 15-0,2 45-0,1 5-0,1 6,3 3,2 1,6 50 
40 4 10-0,4 15-0,2 50-0,2 10-0,1 3,2 1,6 6,3 100 000 
41 4 28-0,3 14-0,1 60-0,5 10-0,1 1,6 6,3 3,2 3000 
42 4 10+0,3 10-0,1 25-0,1 3-0,1 1,6 3,2 0,8 25 000 
43 4 20+0,6 20-0,3 50-0,5 5-0,2 3,2 1,6 6,3 70 000 
44 4 10+0,1 10-0,1 30+0,1 6-0,2 6,3 1,6 3,2 125 000 
45 4 30+0,4 35-0,3 80+0,3 10-0,1 3,2 6,3 1,6 50 000 
46 4 20-0,2 20-0,2 64+0,1 6-0,1 0,8 1,6 3,2 10 000 
47 4 20-0,1 30-0,1 60-0,1 5-0,1 0,8 3,2 1,6 6000 
48 4 20-0,1 60-0,4 100-0,5 10-0,2 1,6 0,8 3,2 40 000 
49 4 30+0,4 40-0,3 90-0,5 8-0,1 3,2 0,8 1,6 100 
50 4 25+0,3 20-0,2 65-0,1 10-0,2 1,6 1,6 1,6 5000 

 

 

1.6. Порядок выполнения работы 

 

– Изучают и вычерчивают эскиз детали; 

– выбирают метод получения заготовки и вычерчивают ее эскиз; 

– назначают припуски на механическую обработку поверхностей 

заготовки; 

– разрабатывают маршрутный технологический процесс изгото-

вления детали и оформляют его по форме табл. 1.1; 

– строят  размерную  схему  технологического процесса,  на которую  

наносят конструкторские и технологические размеры и размеры заготовки 

и припусков; 

– строят производное, исходное дерево и совмещенный граф; 
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– составляют расчетные и исходные уравнения и заносят их в 

таблицу по форме табл. 1.2. 

– рассчитывают допуски на технологические размеры и размеры 

заготовки, а также определяют предельные значения припусков по 

методике, изложенной в работах [2, 3]; 

– проверяют правильность полученных результатов на ЭВМ с 

помощью программы «Chains» [3]; 

– оформляют отчет по лабораторной работе согласно п. 1.7 

настоящего учебного пособия (ручной расчет размерных цепей с 

приложением распечатки расчета с помощью программы «Chains»). 

 
 

1.7. Содержание отчета по лабораторной работе №1 
 

 
Эскиз детали с указанными конструкторскими размерами, 

допусками и шероховатостью поверхностей 
 

Эскиз заготовки с указанными размерами заготовки и припусками  
на механическую обработку 

 
Маршрутный технологический процесс изготовления детали  

(по форме табл. 1.1) 
 

Размерная схема технологического процесса 
 

Производное дерево 
 

Исходное дерево 
 

Совмещенный граф 
 

Уравнения для расчета технологических размерных цепей  
(по форме табл. 1.2) 
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Расчет допусков на технологические размеры, размеры заготовки и 
определение предельных значений припусков 

 
Выводы 

 
 

1.8. Контрольные вопросы 

 

1. Какую вершину (поверхность заготовки) и почему можно 

использовать в качестве корня при построении производного дерева? 

2. Как проверяют правильность построения производного и 

исходного деревьев? 

3. Для чего составляют размерную схему технологического 

процесса? 

4. В какой последовательности производят выявление и расчет 

технологических размерных цепей? 

5. На что указывают разрывы и замкнутые контуры в производном 

или исходном деревьях? 

6. По какой схеме определяют предельные отклонения размера 

припуска?  

7. Что такое дуга, путь, контур? В чем их отличие от ребра, цепи, 

цикла? 

8. Что такое дерево? (Привести пример). 

9. По каким правилам определяют по графу знаки составляющих 

звеньев технологических размерных цепей? (Привести пример). 

10. Из каких условий определяют минимальный припуск на 

обработку? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №2.  

РЕШЕНИЕ  ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ   

И ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ  ЗАДАЧ  

МЕТОДАМИ ЛИНЕЙНОГО  ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 

Цель работы: получение навыков решения задач оптимизации  

методами линейного программирования.       

 

 

2.1. Линейное программирование  

как область математического моделирования  

 
Линейное программирование посвящено теории и методам решения 

экстремальных задач, характеризующихся линейной зависимостью между 

переменными [1-3]. Оно связано с нахождением наивыгоднейших 

вариантов при решении различных производственных задач. В этих 

задачах имеется большая свобода изменения различных параметров и ряд 

ограничивающих условий. Требуется найти такие значения параметров, 

которые (с определенной точки зрения) были бы наилучшими. К таким 

задачам относятся задачи нахождения наиболее рационального способа 

использования сырья и материалов, определения наивыгоднейших 

режимов выполнения технологических процессов (ТП), повышения 

эффективности работы межцехового и внутрицехового транспорта и др. 

В самом общем виде задачу линейного программирования можно 

записать следующим образом. 

Даны ограничения типа: 
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Или, в так называемой канонической форме, к которой можно 

привести все три указанных случая: 

                               

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                                     (2.2) 

Требуется найти такие неотрицательные числа  ,,1 njx j   которые 

минимизируют  целевую функцию 


j

n

j
j xcq

1
min,                        (2.3) 

часто называемую линейной формой. Если необходимо максимизировать 

целевую функцию (например, обеспечить максимальную прибыль при 

производстве продукции), то ее обозначают q .  

Неотрицательность искомых чисел записывают в виде 0jx . 

Характерной особенностью данной задачи является то, что число 

уравнений меньше числа неизвестных, т. е. m < n. 

Суть задачи линейного программирования состоит в том, чтобы из 

множества допустимых решений системы (2.2) выбрать только одно, 

которое обращает в минимум (или максимум) целевую функцию (2.3). 

При этом допустимым решением называют любое решение системы (2.2) 

с неотрицательными значениями переменных ( 0jx ). 

Чаще всего в задаче линейного программирования все или 

некоторые из уравнений имеют вид неравенства: 
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.,1                                 (2.4) 

Однако такие неравенства можно легко превратить в уравнения, 
вводя добавочную переменную хn+i так, чтобы в зависимости от знака 
неравенства имело место одно из двух выражений: 
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Решение системы уравнений (2. 5), в которой число переменных n 
больше числа уравнений m, можно найти, если (n – m) каких-либо 
переменных положить равными нулю. Тогда полученную при этом 
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систему m уравнений с n неизвестными можно решить обычными 
методами алгебры. Найденное при этом решение называют базисным. 
Базисом называют любой набор переменных m, таких, что определитель, 
составленный из коэффициентов при этих переменных, не равен нулю. 

Эти   m   переменных   называют    базисными   переменными.   
Остальные  (n – m) переменных называют свободными переменными. Если 
принять все свободные переменные равными нулю и решить полученную 
систему m уравнений с n неизвестными, то получим базисное решение. 
Однако среди базисных решений будут такие, которые дадут 
отрицательные значения некоторых базисных переменных, что 
противоречит условию задачи, поэтому такие решения недопустимы.  

В настоящее время разработаны рациональные способы перебора 
базисных решений, которые позволяют рассматривать не все допустимые 
базисные решения, а их минимальное число. Наиболее распрост-
раненными методами такого перебора являются так называемый 
симплекс-метод и табличный метод решения задачи линейного программ-
мирования.  

 

 

2.2. Симплекс-метод решения задачи  

линейного программирования 

 

Суть симплекс-метода состоит в следующем: 

1. Находят какое-либо допустимое базисное решение. Его можно 

найти, приняв какие-либо (n – m) переменных за свободные, приравняв их 

к нулю и решив получившуюся систему уравнений. Если при этом 

некоторые из базисных переменных окажутся отрицательными, то нужно 

выбрать другие свободные переменные, т. е. перейти к новому базису. 

2. Проверяют, не достигнут ли уже максимум целевой функции при 

найденном допустимом базисном решении. 

3. Если оптимальное решение не найдено, то ищут новое допустимое 

базисное решение, но не любое, а такое, которое увеличивает значение 

целевой функции. 
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Проверку того, достигнут ли при найденном допустимом решении 

максимум целевой функции, можно сделать путем поиска нового 

базисного решения. Для перехода к новому базисному решению одну из 

свободных переменных следует сделать базисной,  при этом она станет 

отличной от нуля, т. е. возрастет. Следовательно, если какая-либо из 

свободных переменных входит в выражение для целевой функции со 

знаком плюс и при  ее увеличении целевая функция увеличивается, то 

максимум целевой функции не достигнут, и данную переменную следует 

превратить в базисную, сделав ее отличной от нуля. Однако при 

возрастании свободной переменной некоторые из базисных переменных 

будут уменьшаться. Поскольку отрицательные значения переменных 

недопустимы, то в качестве новой свободной переменной следует принять 

ту из базисных переменных, которая раньше других обращается в ноль. 

 

 

2.3. Табличный метод решения задачи  

линейного программирования 

 

При пользовании табличным методом удобно ввести специальную 

форму записи уравнений (2.2) и целевой функции (2.3). Обозначим через 

 mixi ,1  базисные переменные, а через  mnjx j  ,1  свободные 

переменные. Выразив целевую функцию и базисные переменные через 

свободные переменные, сформулируем задачу линейного программ-

мирования в следующем виде: максимизировать 

                                 




mn

j
jjoo xcaqq

1
                                       (2.6) 

при условии 

                       




mn

j
jijijioi xxmixaax

1
.0;0;,1                       (2.7) 

При такой форме записи задача может быть представлена матрицей 

коэффициентов при свободных переменных, представленной в табл. 2.1. 
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Табл. 2.1. – Матрица коэффициентов при свободных переменных 

 

 0 1x   2x   … mnx   

q´ a00 a01 a02 … a0(n-m) 

1x  a10 a11 a12 … a1(n-m) 

… … … … … … 

mx  am0 am1 am2 … am(n-m) 

 

По виду коэффициентов матрицы (см. табл. 2.1) легко судить, 

является ли найденное базисное решение допустимым и, если оно 

допустимо, то будет ли оно оптимальным. Действительно, замечая, что 

столбец коэффициентов ai0 (i ≠ 0) представляет собой базисное решение, 

соответствующее базису ,...,,1 mxx     а  строка   коэффициентов   a0j  (j ≠ 0)   

представляет   собой  взятые  с обратным  знаком  коэффициенты  при  

свободных  переменных   в   выражении (2.6), приходим к выводу, что 

базисное решение,  соответствующее  базису  ,...,,1 mxx    допустимо, если 

ai0 ≥ 0. Если, кроме того, a0j ≥ 0, то это базисное решение является 

оптимальным. Очевидно также, что при оптимальном базисном решении 

коэффициент а00 дает значение maxq . 

Следовательно, решение задачи линейного программирования 

табличным методом заключается в нахождении на первом этапе какого-

либо допустимого базисного решения, которое в общем случае не 

является оптимальным, и преобразовании первоначальной матрицы 

коэффициентов с целью перехода к лучшему базисному решению. 

Методика и примеры решения задачи линейного программирования 

симплекс-методом и табличным методом представлены в работах [1–3]. 
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2.4. Задание к лабораторной работе №2 

 

Предприятие  может  выпустить  три  вида  продукции:    П1,  П2,  П3.  

Для выпуска продукции требуются ресурсы трех видов: трудовые, 

станочное оборудование и полуфабрикаты. Определить, в каком 

количестве и какого вида продукции надо выпустить, чтобы прибыль от ее 

реализации была максимальной. Объемы и нормы расхода ресурсов 

приведены в условных обозначениях в табл. 2.2, числовые значения в 

соответствии с номером варианта студента даны в табл. 2.3. 

 

 

2.5. Содержание работы 

 

 В процессе выполнения лабораторной работы оформляют исходные 

данные, представленные в табл. 2.2, в виде системы ограничений и 

целевой функции, удобном для постановки задачи линейного 

программирования.  

Затем   выполняют   решение    задачи     линейного програм-

мирования симплекс-методом. После этого преобразуют систему 

уравнений так, чтобы было удобно оформить постановку задачи 

линейного программирования в виде табл. 2.1 и решают задачу 

табличным методом.  

Сравнивают результаты расчета обоими методами и проверяют их 

правильность расчетом на компьютере с использованием программы 

«EVRIKA» и оформляют отчет по лабораторной работе с приложением к 

нему распечатки результатов расчета по этой программе. 

 
 

2.6. Средства технологического оснащения 
 
– Персональный компьютер; 
– микрокалькулятор. 
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2.7. Порядок выполнения работы 
 
– Преобразуют условия задачи (табл. 2.2) таким образом, чтобы 

можно было представить их в виде системы неравенств (ограничения на 
задаче линейного программирования) и целевой функции; 

– преобразуют в общем виде систему неравенств в систему 
уравнений, вводя дополнительные переменные; 

– подставляют вместо коэффициентов при неизвестных числовые 
данные из табл. 2.3, согласно варианта, выданного преподавателем; 

– решают  задачу  линейного  программирования симплекс-методом  
по  методике,  описанной в [1-3] и в данных методических указаниях; 

– представляют целевую функцию и систему уравнений в виде 
матрицы, а затем таблицы по форме табл. 2.1 и заполняют левые верхние 
углы ее клеток коэффициентами при неизвестных целевой функции и 
системы уравнений; 

– решают задачу линейного программирования табличным методом, 
преобразуя таблицы по правилам, представленным в [1-3]; 

– сравнивают  результаты  решения задачи,  полученные  табличным  
и  симплекс-методом; 

 

Табл. 2.2. – Условия задачи для лабораторной работы №2 

 

 

Наименование ресурса 

Вид продукции Объем 

ресур-

са 

П1 П2 П3 

Расход ресурса на единицу 

продукции 

Трудовые ресурсы, человеко-час а1 а2 а3 а 

Станочное оборудование, 

станко-смена 

b1 b2 b3 b 

Полуфабрикаты, кг с1 с2 с3 с 

Прибыль с единицы продукции, руб. р1 р2 р3 max 

Выпуск, шт. х1 х2 х3  

 



 37

– проверяют правильность полученных результатов на компьютере с 

использованием программы «EVRIKA»; 

– оформляют отчет по лабораторной работе согласно п. 2.8 

настоящего учебного пособия (ручное решение задачи линейного 

программирования с приложением к нему распечатки результатов расчета 

с помощью программы «EVRIKA»). 

 
Табл. 2.3. – Исходные данные для выполнения лабораторной работы №2 

 
№ 
вар. 

а1 а2 а3 а b1 b2 b3 b с1 с2 с3 с р1 р2 р3 

1 8 5 7 280 6 7 4 480 9 6 5 360 8 7 5 
2 15 18 12 420 6 4 4 360 4 5 8 540 120 80 160 
3 3 3 2 360 2 4 3 240 6 9 8 180 24 25 18 
4 6 8 9 360 1 3 2 240 3 2 3 180 18 12 15 
5 2 5 6 240 3 7 7 420 4 4 2 300 12 18 16 
6 2 4 2 120 6 5 1 280 7 7 4 300 16 12 18 
7 15 8 6 420 12 7 9 120 6 12 10 240 12 18 20 
8 10 12 6 200 4 8 14 200 15 8 6 420 20 12 18 
9 8 5 2 120 2 4 7 150 4 3 8 180 3 6 7 
10 8 5 2 120 7 2 4 180 4 3 9 150 12 16 20 
11 2 4 3 180 6 9 8 240 1 3 2 180 12 15 25 
12 3 1 2 60 4 3 2 90 9 8 3 150 45 75 60 
13 2 2 1 120 2 6 5 420 7 3 7 240 18 16 12 
14 3 7 7 420 2 2 1 120 2 4 2 120 20 10 15 
15 12 9 7 240 6 12 10 120 8 4 14 200 18 20 12 
16 14 12 12 420 10 7 15 240 9 8 8 120 16 20 24 
17 12 13 15 250 10 15 12 300 8 7 9 350 12 15 18 
18 16 8 12 240 4 1 8 120 6 18 12 180 24 18 30 
19 15 25 10 400 10 15 10 350 5 15 15 300 30 20 25 
20 4 3 1 60 1 5 2 50 6 2 8 100 10 12 18 
21 6 14 16 420 1 20 12 360 4 4 4 160 20 8 16 
22 13 12 7 300 1 20 10 350 7 14 15 250 16 24 20 
23 9 15 18 270 6 3 9 180 12 15 6 390 24 30 15 
24 2 4 4 220 1 1 1 100 6 2 8 180 20 18 16 
25 7 9 12 150 5 1 10 200 4 6 8 240 12 16 8 
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2.8. Содержание отчета по лабораторной работе №2 

 

Система неравенств (ограничения на задаче линейного 

программирования) и целевая функция 

 

 

Система уравнений и целевая функция в общем виде 

 

 

Система уравнений и целевая функция с представленными 

числовыми данными из табл. 2.3, согласно варианта, выданного 

преподавателем 

 

 

Решение задачи  линейного  программирования симплекс-методом 

 

 

Представление коэффициентов при переменных целевой функции и 

системы уравнений в виде матрицы 

 

 

Решение задачи линейного программирования табличным методом 

 

 

Распечатка результатов расчета с использованием программы 

«EVRIKA» 

 

 

Выводы 
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2.9. Контрольные вопросы 

 

1. Приведите запись задачи линейного программирования в 

стандартной форме. 

2. В чем заключается суть задачи линейного программирования? 

3. Что такое «базисная» и «свободная» переменные? 

4. Перечислите   основные    этапы   решения    задачи     линейного 

программирования симплекс-методом. 

5. По каким критериям судят о допустимости и оптимальности 

решения задачи линейного программирования симплекс-методом? 

6. По каким критериям выбирают базисную переменную для 

перевода ее в свободную при решении задачи симплекс-методом? 

7. Приведите форму представления задачи линейного 

программирования при ее решении табличным методом. 

8. По каким критериям выбирают базисную переменную для 

перевода ее в свободную при решении задачи табличным методом? 

9. Перечислите основные правила заполнения таблиц при решении 

задачи линейного программирования табличным методом. 

10. Как определяется генеральный коэффициент при решении задачи 

линейного программирования табличным методом? 
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №3.  

СОСТАВЛЕНИЕ РАСПИСАНИЙ ПРИ  КРАТКОСРОЧНОМ 

ПЛАНИРОВАНИИ РАБОТЫ ГИБКИХ  

ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ (ГПС) 

 

 

Цель работы: получение навыков организации работы ГПС 

с использованием методов теории расписаний. 

 

 

3.1. Задачи, решаемые теорией расписаний 

 
Теория расписаний (ТР) представляет собой единую научную 

дисциплину, изучающую распределительные задачи, в которых 
ограничительным ресурсом является время. Возникновение и 
последующее развитие теории расписаний характеризовалось попытками 
изучить широкий круг задач, связанных с выбором оптимальной 
последовательности выполнения заданного набора работ на имеющемся 
комплекте оборудования. 

Задача краткосрочного планирования (КП) гибкой производственной 
системы (ГПС) относится к классу комбинаторных задач 
полного упорядочения во времени различных дискретных процессов, 
предварительно частично упорядоченных во времени согласно 
технологическим маршрутам [6, 7]. 

В современных экономических условиях оптимизация планирования 
производственных и технологических процессов требует оперативной 
переработки больших объемов информации и проведения трудоемких 
расчетов и невозможна без применения средств вычислительной техники. 

Аргументированное составление и последующая четкая реализация 
краткосрочных планов возможны только при высокой степени 
формализации технологических процессов, как правило, не достижимой 
при использовании станков с ручным управлением и традиционных 
методов организации производства. 
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Гибкое распределение и перераспределение работ между станками 

предполагает наличие в производственной системе автоматизированной 

транспортно-складской системы (АТСС), которая обеспечивает 

централизованное хранение и оперативную доставку к рабочим местам 

заготовок деталей и технологической оснастки. 

Таким образом, практический подход к оптимизации краткосрочного 

планирования требует наличия ряда технических и организационных 

предпосылок, которые в настоящее время могут быть созданы в полной 

мере лишь при функционировании ГПС. 

В зависимости от целей создания ГПС и сложившейся на момент 

планирования производственной ситуации в ходе планирования могут 

решаться самые разнообразные задачи: соблюдение директивно заданных 

сроков изготовления деталей, изготовление набора деталей за 

минимальное   время,    обеспечение    комплектного   выпуска   деталей   

и  др. [3, 6]. 

Использование методов теории расписаний для решения данных 

задач при краткосрочном планирования работы ГПС позволяет 

значительно упростить алгоритмы составления оптимальных расписаний 

и сократить сроки подготовки производства. 

В общем случае расписанием можно назвать документ, содержащий 

сведения: о количестве и номенклатуре выполняемых работ; о моментах 

начала и окончания каждой работы; о затратах времени и материальных 

ресурсов на все проводимые работы; о месте и технических средствах 

выполнения каждой работы. 

Этих сведений достаточно для формального представления 

расписаний, хотя на практике они могут дополняться и уточняться в 

интересах более полного учета той реальности, которая отражена в 

модели. Расписание можно задавать различными способами, среди 

которых наиболее наглядным является геометрический, основанный на 

использовании диаграммы Гантта (или Гантт-карты) [3, 7]. Каждой работе 

ставится в соответствие отрезок определенной длины, каждому типу 

оборудования – прямая линия (ось времени), вдоль которой размещают 
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        11                   21                 31             41       61        51 

отрезки – работы, выполняемые на этом оборудовании. При известном 

начале отсчета времени t = 0 взаимное расположение отрезков дает всю 

необходимую информацию (рис. 3.1). Время изготовления каждой детали 

представлено отрезком, равным по длине продолжительности обработки 

заготовки на данном станке в выбранном масштабе времени. Цифры над 

отрезками означают номера операций, которые состоят из порядкового 

номера детали и порядкового номера станка. 
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Время, мин 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Рис. 3.1. Пример расписания изготовления шести деталей на двух станках 

 
 
 

3.2. Методы теории расписаний 

 

3.2.1. Метод «ветвей и границ» 

 

Самым простым методом выбора оптимального расписания является 

метод полного перебора вариантов. Однако, учитывая большое 

количество возможных вариантов при широкой номенклатуре деталей в 

условиях средне- и мелкосерийного производства, этим методом 

практически воспользоваться невозможно. В общем случае число 

вариантов  расписаний  при изготовлении «n» деталей на «k» станках 

равно (n!)k. 

Можно попытаться сократить число анализируемых вариантов, 

осуществив их целенаправленный отбор по следующему принципу [8]. 

Варианты не обязательно просматривать до конца. Их можно 

    12                  22                 32                  42              52     62 



 43

отсеивать на промежуточных этапах анализа, если удастся доказать, что 

решение для текущего варианта или группы вариантов будет хуже или, по 

крайней мере, не лучше найденного.  

Кроме того, часть вариантов можно отсеять заранее, не приступая к 

их анализу, если доказать, что среди оставшихся вариантов сохранился 

хотя бы один близкий к оптимальному. 

Проведение оценок качества вариантов без полного их расчета и 

последующая отбраковка ветвей в дереве перебора вариантов называется 

методом «ветвей и границ». 

Рассмотрим применение данного метода теории расписаний на 

примере задачи о загрузке двух станков. Пусть имеется группа из n 

различных деталей, заготовки которых последовательно обрабатывают на 

первом станке, а затем на втором станке. Трудоемкость обработки 

заготовки j-й детали на первом станке обозначим pj, а на втором – qj 

(предполагается, что объемы подготовительно-заключительных работ не 

зависят от последовательности обработки заготовок на каждом станке). 

Требуется составить расписание обработки, минимизирующее общее 

время изготовления всей группы деталей. 

Обозначим через tj1(А) и tj2(А) соответственно время окончания 

обработки j-й детали на первом и втором станках при использовании 

некоторого расписания А. Поскольку каждая деталь изготавливается в 

соответствии с технологическим маршрутом, то tj1(А) < tj2(А) или, точнее,  

tj1(А) ≤  tj2(А) – qj. Равенство достигается в случае, когда к моменту 

окончания обработки заготовки j-й детали на первом станке второй станок 

свободен и сразу же начинает обработку заготовки этой детали (время 

транспортирования заготовок от станка к станку считается пренебрежимо 

малым). Таким образом, видно, что второй станок заканчивает работу 

позднее первого, и, следовательно, критерий оптимальности можно 

записать в виде  

К = min {max {tj2}}, 

А 

где max {tj2} находится по всем деталям в одном расписании А (т. е. 
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выбирается деталь, изготавливаемая по расписанию А последней), а 

минимум – по всем возможным расписаниям. 

Рассмотрим для примера изготовление группы из восьми деталей на 

ГПС, состоящей из двух станков (табл. 3.1). 

 

Табл. 3.1. – Трудоемкость изготовления восьми деталей 

 

Номер 

станка 

Номер детали 

1 2 3 4 5 6 7 8 

Трудоемкость операции, мин 

1 6 7 3 5 10 7 6 5 

2 8 5 2 6 8 7 4 9 

 

В оптимальном расписании необходимо как-то совместить два 

требования. С одной стороны, в начало расписания желательно включить 

заготовки деталей с минимальным временем обработки на первом станке 

рj для того, чтобы максимально быстрее загрузить работой второй станок. 

С другой стороны, для сокращения простоев второго станка 

целесообразно загружать его в первую очередь заготовками с 

максимальным временем обработки qj. Второе требование оправдано и 

потому, что при его соблюдении в конец расписания будут отнесены 

детали (заготовки) с минимальным значением qj, а это в некоторой 

степени сокращает время работы второго станка после завершения работ 

первым станком. 

Учитывая оба вышеуказанных требования, можно представить 

последовательность составления оптимального расписания работы двух 

станков в следующем виде [3, 7]: 

1.  Разбить комплект деталей на две группы: в первую группу 

включить  детали,  для которых рj  ≤  qj,  во вторую – детали,  для которых 

рj  >  qj. 

2.  Включить в расписание работы первого станка заготовки деталей 

первой группы, предварительно упорядочив их по возрастанию рj. 
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3.  Включить в расписание работы первого станка заготовки деталей 

второй группы, предварительно упорядочив их по убыванию qj. 

4.  Сохранить на втором станке ту же последовательность обработки, 

что и на первом станке. 

Итак, разобьем все детали на две группы: 

- первая группа (рj ≤ qj): 1, 4, 6, 8; 

- вторая группа (рj > qj): 2, 3, 5, 7. 

Упорядочим первую группу по возрастанию рj: 4, 8, 1, 6. 

Упорядочим вторую группу по убыванию qj: 5. 2, 7, 3. Включив в 

расписание работы первого станка сначала заготовки деталей первой 

группы, затем второй, получим расписание (41, 81, 11, 61, 51, 21, 71, 31). 

На втором станке сохраним ту же последовательность, что и на первом 

станке. Расписание работы двух станков (табл. 3.1) выглядит следующим 

образом: А = (41, 81, 11, 61, 51, 21, 71, 31; 42, 82, 12, 52, 22, 72, 32), а 

диаграмма Гантта представлена на рис. 3.2. 

 

Номер 
станка 

Время, мин 

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 

1 
             

2 
             

 
Рис. 3.2. Расписание изготовления восьми деталей на двух станках 

 

 

3.2.2. Эвристические решающие правила 

 

При составлении расписания работы трех и более станков методы, 

применяемые при составлении расписания работы двух станков, 

неэффективны. В этом случае для практических целей чаще всего 

используют так называемые эвристические алгоритмы (решающие 

41       81        11        61                51               21        71    31 

  42             82              12            62             52        22      72  32 
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правила), которые позволяют построить расписание без полного или 

частичного перебора вариантов и подбираются и уточняются по опыту 

эксплуатации производственной системы [8, 9]. Решающие правила не 

претендуют на нахождение оптимального решения, однако позволяют 

более полно учесть производственную природу решаемой задачи и как бы 

формализуют накопленный практический опыт управления. Основными 

решающими правилами являются следующие: правило «кратчайшей 

операции», правило «максимальной остаточной трудоемкости», правило 

«минимальной остаточной трудоемкости». 

Правило «кратчайшей операции» формулируется в следующем виде: 

из текущего портфеля работ, подготовленных к выполнению на данном 

станке, выбирают детали с минимальным временем обработки заготовок 

на этом станке. В расписании работы второго и последующего станков 

необходимо включить заготовки, уже обработанные на предыдущих 

операциях, ранжируя их в порядке увеличения трудоемкости обработки.  

Правило «кратчайшей операции» применяют в том случае, когда 

необходимо как можно быстрее загрузить работой следующие по 

технологическому маршруту станки.  

Правило «максимальной остаточной трудоемкости» формулируется 

в следующем виде: из текущего портфеля работ, подготовленных к 

выполнению на станке, выбирают заготовки деталей с максимальной 

суммой времени обработки на всех еще не пройденных станках, включая 

данный станок.  

Это правило целесообразно использовать для установления 

последовательности обработки внутри одной группы деталей, если детали, 

входящие в группу, существенно различаются по трудоемкости 

изготовления. 

Правило «минимальной остаточной трудоемкости», формулируется 

так: из текущего портфеля работ, подготовленных к выполнению на 

данном станке, выбирают заготовки деталей с минимальной суммарной 

трудоемкостью обработки на всех еще не пройденных станках, включая 

данный станок.  
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Это правило противоположно предыдущему и предназначено для 

того, чтобы по возможности быстрее разгрузить ГПС, сократив 

количество находящихся в производстве наименований деталей и 

используемых грузоносителей. 

Существуют и другие решающие правила, в том числе более 

сложные, построенные на основе комбинирования рассмотренных выше 

правил [7–9]. Следует иметь в виду, что для формирования реального 

расписания работы ГПС необходимо оперировать реальными данными об 

изготавливаемых деталях и их заготовках и проанализировать с помощью 

имитационной модели сотни примеров для аргументированного выбора 

решающего правила, дающего одно из наилучших расписаний. 

Окончательный вариант расписания выбирают после построения 

диаграммы Гантта и стремятся при этом к сокращению общей 

трудоемкости изготовления всей группы деталей. 

 

 

3.3. Задание к лабораторной работе №3 

 

Задача №1. Составить оптимальное расписание работы двух станков 

при изготовлении группы из восьми деталей и определить трудоемкость 

их изготовления, руководствуясь правилами метода «ветвей и границ» [3, 

7]. Номера станков выбрать из табл. 3.2 согласно варианту, выданному 

преподавателем. Трудоемкость изготовления деталей по операциям, 

выполняемым на каждом станке, представлена в табл. 3.4.  

Задача №2. Составить оптимальное расписание работы ГПС, 

состоящей из четырех станков, и определить трудоемкость изготовления 

группы из восьми деталей, используя правила «кратчайшей операции», 

«максимальной остаточной трудоемкости» и «минимальной остаточной 

трудоемкости». Номера станков выбрать из табл. 3.3 согласно варианту, 

выданному преподавателем. Трудоемкость изготовления деталей по 

операциям, выполняемым на каждом станке, представлена в табл. 3.4.  

 



 48

3.4. Содержание работы 

 

В  процессе  выполнения данной лабораторной  работы при решении 

задачи № 1 составляют расписание работы ГПС, состоящей из двух 

станков, для изготовления партии из восьми деталей по данным табл. 3.2 и 

табл. 3.4. Согласно приведенным в [3] и данных методических указаниях 

правилам метода «ветвей и границ» определяют порядок запуска 

заготовок на первый станок, а затем – на второй. Составляют диаграмму 

Гантта. 

После этого  решают  задачу  № 2,  используя  данные  табл.  3.3 и 

табл. 3.4. С помощью программы «Schedule» (Расписание) находят и затем 

распечатывают расписания работы ГПС по правилам «кратчайшей 

операции», «максимальной остаточной трудоемкости», «минимальной 

остаточной трудоемкости» и составляют соответствующие диаграммы 

Гантта. Оформляют отчет по лабораторной работе.  

 

 

3.5. Средства технологического оснащения 

 

– Персональный компьютер; 

– микрокалькулятор. 

 

 

3.6. Порядок выполнения работы 

 

При решении задачи №1: 

– Выбирают номера станков из табл. 3.2, согласно варианту, 

выданного преподавателем; 

– используя данные табл. 3.4, оформляют трудоемкость 

изготовления восьми деталей на двух станках по форме табл. 3.1; 

– разбивают комплект деталей на две группы: в первую группу 

включают  детали,  для которых  рj  ≤  qj,  во вторую – детали,  для которых 

 рj  >  qj; 
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– включают в расписание работы первого станка заготовки деталей 

первой группы, предварительно упорядочив их по возрастанию рj; 

– включают в расписание работы первого станка заготовки деталей 

второй группы, предварительно упорядочив их по убыванию qj; 

– при условии сохранения той же последовательности обработки на 

втором станке, что и на первом, составляют расписание работы двух 

станков в виде последовательности чисел, первая цифра в которых – 

номер детали, а вторая – номер станка; 

– оформляют диаграмму Гантта; 

– делают выводы об оптимальности полученного расписания и его 

возможных альтернативных вариантах. 

При решении задачи №2: 

– Выбирают номера станков из табл. 3.3, согласно варианту, 

выданного преподавателем; 

– для выбранных станков, используя данные табл. 3.4, оформляют 

трудоемкость изготовления восьми деталей на четырех станках по форме 

табл. 3.1; 

– входят в компьютерную программу «Schedule» (Расписание) и 

вводят исходные данные по количеству станков, деталей и трудоемкости 

изготовления деталей по каждой операции; 

– в виде последовательности чисел, первая цифра в которых – номер 

детали, а вторая – номер станка, получают расписания, используя три 

эвристических решающих правила: «кратчайшей операции», 

«максимальной остаточной трудоемкости» и  «минимальной остаточной 

трудоемкости»;  

– оформляют полученные всеми тремя вышеназванными методами 

расписания в виде диаграмм Гантта; 

– делают выводы о целесообразности использования того или иного 

расписания в определенных производственных условиях; 

– оформляют отчет по данной лабораторной работе согласно п. 3.7 

настоящего учебного пособия. 
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Табл. 3.2. – Варианты заданий к задаче №1 
 

Номер 
вари-
анта 

Номера 
станков 

Номер 
вари-
анта 

Номера 
станков 

Номер
вари-
анта 

Номера 
станков 

Номер 
вари-
анта 

Номера 
станков 

1 1,2 9 1,3 17 1,5 25 8,2 
2 3,4 10 2,4 18 2,6 26 7,2 
3 5,6 11 5,7 19 3,7 27 6,3 
4 7,8 12 6,8 20 4,8 28 5,4 
5 2,3 13 1,4 21 1,8 29 5,3 
6 4,5 14 2,5 22 2,7 30 6,2 
7 6,7 15 3,6 23 3,5 31 7,1 
8 8,1 16 4,8 24 4,6 32 8,4 

 
Табл. 3.3. – Варианты заданий к задаче №2 

 
Номер 
вари-
анта 

Номера 
станков 

Номер 
вари-
анта 

Номера 
станков 

Номер
вари-
анта 

Номера 
станков 

Номер 
вари-
анта 

Номера 
станков 

1 1,2,3,4 9 1,3,2,5 17 4,6,8,7 25 6,4,3,2 
2 2,3,4,5 10 1,2,3,6 18 4,3,2,1 26 6,3,4,5 
3 3,4,5,6 11 1,7,3,2 19 4,5,2,3 27 6,5,7,4 
4 4,5,6,7 12 1,3,2,8 20 4,6,5,3 28 6,7,5,8 
5 5,6,7,8 13 3,7,6,5 21 5,1,2,3 29 7,2,3,4 
6 2,5,6,4 14 3,5,6,4 22 5,3,2,4 30 7,5,4,3 
7 2,6,5,7 15 3,6,7,8 23 5,4,3,6 31 7,6,4,5 
8 2,8,7,6 16 3,4,2,1 24 5,6,4,7 32 7,8,6,5 

 
Табл. 3.4. – Трудоемкость изготовления деталей 

 

Номер 
станка 

Номер детали 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Трудоемкость операции Т, мин 
1 7 3 4 5 8 5 2 3 
2 5 4 3 6 8 9 7 2 
3 3 2 6 4 4 8 5 2 
4 5 2 3 7 2 6 4 3 
5 7 8 5 2 3 4 6 9 
6 2 5 8 4 9 3 4 6 
7 8 2 4 6 3 5 9 7 
8 6 4 8 2 9 7 5 3 
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3.7. Содержание отчета по лабораторной работе №3 
 

Задача №1 
 

Трудоемкость изготовления восьми деталей на двух станках  
  

Номер 
станка 

Номер детали 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Трудоемкость операции, мин 
1         
2         

 
Распределение деталей по группам и расписание изготовления  

восьми деталей на двух станках 
 

Гантт-карта расписания изготовления восьми деталей  
на двух станках (метод «ветвей и границ») 

 
Выводы 

 
 

Задача №2 
 

Трудоемкость изготовления восьми деталей на четырех станках  
 

Номер 
станка 

Номер детали 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Трудоемкость операции, мин 
1         
2         
3         
4         

 
Расписание изготовления восьми деталей на четырех станках, полученное 

методом «кратчайшей операции» 
 

Расписание изготовления восьми деталей на четырех станках, полученное 
методом «максимальной остаточной трудоемкости» 
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Расписание изготовления восьми деталей на четырех станках, полученное 
методом «минимальной остаточной трудоемкости» 

 
Гантт-карты расписаний изготовления восьми деталей на четырех станках, 

полученных методами «кратчайшей операции», «максимальной 
остаточной трудоемкости» и «минимальной остаточной трудоемкости» 

 
Выводы 

 

 

3.8. Контрольные вопросы 

 

 1. Какие технические и организационные условия необходимы для 

оптимизации краткосрочного планирования? 

 2. Какие задачи решаются в ходе краткосрочного планирования? 

 3. Что называется расписанием? 

 4. Что такое диаграмма Гантта? 

 5. В чем заключается суть метода «ветвей и границ»? 

 6. Какова  последовательность  составления  оптимального  

расписания работы  двух  станков? 

 7. Перечислите основные эвристические алгоритмы. 

 8. В чем заключается правило «кратчайшей операции»? 

 9. В чем суть правила «максимальной остаточной трудоемкости»? 

 10. В каких случаях пользуются правилом «минимальной 

остаточной трудоемкости» и в чем его суть?  
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №4.  

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ  МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ  

ДЛЯ РЕШЕНИЯ  ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ЗАДАЧ 

 

 

Цель работы: приобретение навыков организации ремонтно-

механического хозяйства на машиностроительных предприятиях. 

 

 

4.1. Основные понятия и определения 

 

Одним из основных понятий теории массового обслуживания 

является понятие о входящем потоке требований (заявок) на 

обслуживание. Поток требований представляет собой последовательность 

однородных событий, которые наступают через случайные интервалы при 

непрерывном отсчете времени. 

Главной характеристикой входящего потока является интенсивность 

потока требований в системе )t( , которая определяет среднее количество 

заявок на обслуживание, поступающих в единицу времени. Она связана со 

средним промежутком времени )(t  между двумя очередными 

обслуживаниями в момент времени t следующим соотношением: 

)(t =1/ )(t . 

Поток заявок называется стационарным (регулярным), если его 

вероятностный режим не изменяется во времени, т. е. если  интенсивность 

потока заявок постоянна (события (заявки) следуют друг за другом через 

строго определенные промежутки времени): 

)t( = const ==1/ . 

Если события (заявки, требования), о которых идет речь, являются 

однородными с точки зрения их сущности и формы проявления, то и 

поток называется однородным. 
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Важное значение в теории массового обслуживания имеют потоки 

требований, в которых интервалы между последовательно возникающими 

требованиями распределяются по экспоненциальному (показательному) 

закону распределения, плотность вероятности которого определяется 

уравнением 

 e)(f . 

Такой поток называют пуассоновским потоком требований [10, 11]. 

Гистограмма и плотность вероятности потока заявок при 

экспоненциальном законе распределения представлены на рис. 4.1. Эта 

кривая показывает, что малых промежутков времени между моментами 

возникновения заявок больше, чем больших, и вероятность возникновения 

заявки через интервал   убывает по мере его увеличения. 

В некоторых реальных потоках число требований, поступивших в 

систему после произвольного момента времени t, не зависит от того, какое 

число требований поступило в систему до этого. Это свойство 

независимости характера потока требований от числа поступивших 

требований и моментов их поступления носит название отсутствия 

последействия. Потоком с ограниченным последействием называется 

поток, в котором величины ...,, 321   взаимно независимы. 

Поток требований называют ординарным, если вероятность 

появления двух и более заявок в один и тот же момент времени настолько 

мала, что практически можно считать невозможным совмещение двух или 

более событий в один и тот же момент времени. 

Поток требований называется простейшим, если он одновременно 

ординарный, стационарный и без последействия. Существует теорема, 

согласно которой в простейшем потоке требований промежутки времени 

между соседними заявками распределяются по экспоненциальному 

закону. Другим основным понятием теории массового обслуживания 

является время обслуживания, характеризующее затраты времени одним 

обслуживающим устройством на обслуживание одной заявки. 
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В связи с тем, что время обслуживания не является 

детерминированным, а изменяется от одного требования к другому, оно 

рассматривается как величина случайная. 

Очень часто время обслуживания распределяется по 

экспоненциальному закону распределения с плотностью вероятности 

,е)t(f 0t  

где   – интенсивность обслуживания или среднее число обслуживаний в 

единицу времени t0. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1. Плотность вероятности при экспоненциальном законе распределения 
 
 
 

4.2. Общая характеристика систем массового обслуживания  

 

Рассмотрим процесс организации технического контроля в 

относительно небольшом механосборочном цехе, где для этой цели 

достаточно иметь всего один пост технического контроля. Пусть время, 

затрачиваемое на контроль одной партии заготовок, составляет точно два 

часа (детерминировано), а заготовки поступают на контроль так же 

)(f

0
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регулярно (через каждые два часа). При этом график работы поста 

технического контроля примет вид, представленный на рис. 4.2, а. 

В этом случае пролеживание заготовок в ожидании контроля и 

простои поста в ожидании заготовок отсутствуют. Положение изменится, 

если хотя бы один из исходных параметров в этой задаче (промежуток 

времени между поступлениями заготовок на контроль или время 

выполнения технического контроля) окажется не детерминированным, а 

стохастическим. Такой случай проиллюстрирован графиками, 

приведенными на рис. 4.2, б, в.  

В результате рассеивания значений одного из исходных параметров 

появились простои как заготовок (пролеживание в ожидании контроля), 

так и контролера в ожидании поступления заготовок, т. е. возникло 

явление очередей. 

Таким образом, явление очередей есть прямое следствие 

рассеивания исходных параметров и стохастичности рассматриваемых 

процессов. Исследованием очередей теория массового обслуживания 

занимается путем изучения своеобразного класса систем, называемых 

системами массового обслуживания (СМО) [10]. 

Каждая такая система объединяет некоторое количество 

параллельно действующих технических устройств (иногда людей – 

исполнителей), называемых каналами обслуживания (возможен случай, 

когда канал один). Они могут самостоятельно (независимо) выполнять все 

операции, лежащие в основе функционирования СМО, и увеличивать тем 

самым пропускную способность системы, определяемую числом 

обслуживаний, завершенных в единицу времени.  

В любой СМО существует опасность возникновения очереди заявок 

(требований) в одни периоды времени и простоя оборудования 

(исполнителей) из-за отсутствия заказов в другие периоды, поэтому 

главная задача исследований состоит в поиске связей между показателями 

(критериями) эффективности той или иной системы, ее структурой и 

условиями работы.  
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Рис. 4.2. Детерминированный график работы технологического оборудования 
(а), график работы оборудования при вероятностном характере поступления 

заявок (б) и при рассеивании времени технологических операций (в): 
  1 – поступление заявки; 

 1  –длительность обслуживания заявки; 
 

1 – уход 
обслуженной заявки;    – простой технологического оборудования;  

 

  – 
время ожидания заявки
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В качестве критериев выбирают среднее время обслуживания 

поступающих заявок, среднюю (или максимальную) длину очереди, 

количество каналов обслуживания и др. 

Теория массового обслуживания рассматривает различные системы 

массового обслуживания. Все они состоят из трех основных элементов: 

источника  требований 1, накопителя 2 и узла обслуживания 3 (рис. 4.3,  

4.4). Если узел обслуживания состоит всего из одного обслуживающего 

устройства   (исполнителя),  то  такая  система  называется  одноканальной 

(рис. 4.3, а, 4.4, а),  при   большем  же  числе   устройств   (исполнителей) –  

многоканальной  (рис. 4.3, б; 4.4, б).  

Различают разомкнутые (см. рис. 4.3) и замкнутые (см. рис. 4.4) 

системы массового обслуживания. Нередко число требований, которые 

могут поступать в систему, бывает неограниченным или такое 

предположение является удобным. 

Признаком замкнутой системы является то положение, что 

обслуженные требования не покидают систему, а возвращаются в 

источник требований (см. рис. 4.4). При этом интенсивность входящего 

потока зависит от количества требований, находящихся в системе. 

Поясним это на следующем примере. Пусть в механосборочном цехе 

имеется cпA  станков, которые периодически требуют выполнения 

текущего ремонта. Если интенсивность элементарного потока требований 

на текущий ремонт одного станка является постоянной, то этого нельзя 

сказать об интенсивности суммарного потока требований  , исходящих 

от всех станков. Неправильно было бы считать, что cпA . 

Требования могут исходить не от всех, а только от исправных 

станков, которые находятся в эксплуатации. Неисправный станок, ранее 

потребовавший ремонта, может вновь потребовать ремонта только после 

того, как будет отремонтирован (возвратится в источник требований) и 

вновь начнет эксплуатироваться. Поэтому интенсивность входящего 

потока будет равна не cпA ,  а    = испрA .  
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а 

 

б

 
Рис. 4.3. Разомкнутая одноканальная (а) и многоканальная (б) система 

массового обслуживания 
 
 

а 

 

б

 
Рис. 4.4. Замкнутая одноканальная (а) и многоканальная (б) система  

массового обслуживания 
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Однако испрA  не является постоянной и изменяется во времени, а, 

следовательно, и   не является величиной постоянной. Поэтому 

правильнее записать  = ).(tAиспр  

Различают   еще   системы   массового   обслуживания  с  потерями  

(с отказами) и без потерь (с очередью). Первая группа систем 

характеризуется тем, что требование не может ждать начала 

обслуживания или система обслуживания отказывает требованию, если 

все обслуживающие устройства (исполнители) заняты. 

Системы без потерь (с очередью) называются системами с 

неограниченным ожиданием. Имеются также системы с ограниченным 

ожиданием, в которых требования могут ожидать обслуживания только 

ограниченное время, по истечении которого они покидают систему. 

Различают   также   системы   с   приоритетом   и   без  приоритета.  

В системах без приоритета требования обслуживаются в порядке их 

поступления. Если некоторые из требований поступают на 

обслуживание в первую очередь (независимо от того, когда они 

поступили в накопитель), такие системы называются системами 

массового обслуживания с приоритетом. 

Из всех перечисленных СМО подробно рассмотрим лишь две, 

наиболее полно отвечающие условиям нашей задачи:  разомкнутую  и 

замкнутую многоканальные системы. 

 

 

4.3. Оценка эффективности разомкнутой многоканальной системы 

массового обслуживания 

 

Разомкнутая многоканальная система массового обслуживания 

(система с несколькими исполнителями), так же, как и любая СМО, 

может находиться во множестве различных состояний. Обозначим через 

nE  состояние, при котором в системе (накопителе и узле обслуживания) 

находится n требований. За время dt в системе возможны следующие 
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переходы с определенными вероятностями из одного состояния в 

другое  (табл. 4.1). Здесь S – число обслуживающих устройств 

(каналов);   – общая интенсивность обслуживания S устройствами;   – 

интенсивность потока требований.  

Для расчета СМО необходимо определить вероятность нулевого 

состояния системы P0 и текущего состояния системы Pn.  

                                  











1S

0n

nnnn

0 )
!n

S

)1(!S

S
/(1P ;                                      (4.1)  

       
!n

S
PP

nn

0n


  при n  ≤  S  и   ,

!S

S
PP

nS

0n


   при n  >  S, 

где 


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Величина   играет важную роль. Она выражает степень 

насыщенности системы и называется коэффициентом использования 

системы, или загрузкой системы. При   > 1 установившегося режима 

работы не получится, и очередь будет  расти  неограниченно,  так  как  

интенсивность  обслуживания   меньше интенсивности поступления 

требований  . Поэтому при решении задач массового обслуживания 

принимаем, что   ≤ 1. 

Кроме того, по величине   можно определить среднее число 

свободных (простаивающих) каналов обслуживания 

                                          S )1( .                                                (4.2) 

Таким образом, мы имеем уравнения, необходимые для решения 

задачи массового обслуживания с учетом требований разомкнутой  

системы с S устройствами. Зная вероятности состояния системы 

массового обслуживания P0 и Рn, легко определить все основные 

параметры, характеризующие эту систему: 

- вероятность того, что все обслуживающие устройства свободны; 

- вероятность того, что все обслуживающие устройства заняты; 

- среднее время ожидания начала обслуживания требования при S 

обслуживающих устройствах; 
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- средняя длина очереди (среднее  число требований, ожидающих 

обслуживания); 

- среднее число требований, находящихся в системе обслуживания; 

- среднее число свободных (занятых) обслуживающих устройств, 

коэффициент их использования во времени и др. 

 
Табл. 4.1. – Вероятности перехода системы в возможные состояния 

 
Соотношение n и 

S 
Изменение состояния Вероятность перехода 

n  S 

0E  →  0E  dt1   

0E  →  1E  dt  

1E  →  0E  dt
S


 

En  →    En dt)
S

n
(1


  

En  →    En+1 dt  

En  →    En-1 dt
S

n  

n > S 
En  →    En dt)(1   

En  →    En+1 dt  
En  →    En-1 dt  

 
Однако ограничимся вычислением всего двух показателей, 

достаточных для определения эффективности системы массового 

обслуживания и выбора оптимального числа обслуживающих устройств: 

средней длины очереди   и коэффициента использования 

обслуживающих устройств Ка. 

Средняя длина очереди   определяется следующим образом. 

Требование может находиться в очереди, если количество требований n, 

находящихся в системе, будет превышать число обслуживающих 

устройств S. При n = S + 1 в очереди будет одно требование, при n = S + 2 

– два, и т. д. В общем случае число требований в очереди будет Sn  . 

Средняя длина очереди определяется уравнением 

02

1

)1(!
P

S

S SS







.      (4.3) 
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Для определения коэффициента использования по времени 

обслуживающих     устройств    рассмотрим    достаточно    большой    

интервал времени T. В течение этого времени через систему пройдет в 

среднем T  требований. За это же время обслуживающие устройства (при 

полной их загрузке) смогли бы обслужить T  требований. Коэффициент 

использования по времени обслуживающих устройств будет равен   

                                        .








T

T
Ka                             (4.4) 

Иначе коэффициент использования устройств равен коэффициенту 

использования системы. 

Для оценки эффективности системы введем еще один параметр 

(критерий оптимальности) – суммарные издержки от простоев заявок 

(требований) С1  и устройств (каналов обслуживания) С2   

                                             21 ССU .                                       (4.5) 

Зависимость U от S можно представить графиком (рис. 4.5). 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

Перейдем теперь к решению практических  примеров. 
Пример 1. Пусть на станцию технического обслуживания ежедневно поступает 

в среднем девять автомобилей, требующих текущего ремонта (= 9 требованиям в 

сутки). Один пост текущего ремонта в день может отремонтировать два автомобиля. 

Издержки от простоя автомобиля составляют  300  рублей,  а  от  простоя  поста  –  

500  рублей  за  сутки  (С1 = 300 руб., С2 = 500 руб.). Требуется определить 

оптимальное число  постов текущего  ремонта  –  .оптS , такое, чтобы суммарные 

издержки от простоя автомобилей и постов были минимальны. 

 

2С  

 21 ССU  

Sопт

Umin 

 

U 

1С  

S

Рис. 4.5. Изменение целевой функции U в зависимости от числа 
обслуживающих приборов S
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Классический  (детерминированный)   метод   расчета   подсказывает  решение:  

S = 5 постам (  = 10 обслуживаниям в сутки). При этом получаем достаточно 

высокий коэффициент загрузки оборудования (4.4) 

.9,0
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9
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aK  

Брать значение S = 4 нельзя, так как в этом случае 1
8

9
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

aK  (очередь 

будет неограниченно расти). 

Определим  по зависимости (4.1) вероятность того,  что ни один  пост  не  будет 

занят:  
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Средняя длина очереди автомобилей (4. 3) 

2,70052,0
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



  автомобиля. 

Среднее число постов, не занятых обслуживанием (4.2) 

5,05)9,01()1(  S  поста. 

Для решения поставленной задачи будем минимизировать значение целевой 

функции методом простого перебора. По исходным данным при принятом числе 

постов будем иметь U5 = 300·7,2 + 500·0,5 = 2410 руб. (за сутки). 

Теперь примем  S = 6.  

Тогда коэффициент загрузки оборудования   = 9/(6·2) = 0,75. 

Вероятность того,  что ни один  пост  не  будет занят 
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Средняя длина очереди автомобилей 

4,101,0
)75,01(!6

75,06
2
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

 автомобиля. 

Среднее число постов, не занятых обслуживанием  

5,16)75,01(   поста. 

Суммарные издержки 

U6  = 300·1,4 + 500·1,5 = 1170 руб. 



 65

Примем S = 7. Тогда    9/14 = 0,643. 
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   автомобиля. 

5,27)643,01(   поста. 

U7 = 300 · 0,4 + 500 · 2,5 = 1370 руб. в сутки. 

Дальнейшее   увеличение   S  поведет  к  возрастанию  целевой функции U. 

Таким образом, оптимальное число постов S = 6.  

U5 – U6 = 2410 – 1170 = 1240 руб. Таков был бы убыток предприятия за сутки в 

случае применения детерминированных методов расчета. 

 

 

4.4. Оценка эффективности замкнутой многоканальной  

системы массового обслуживания 

 

Рассмотрим случай, когда узел обслуживания предназначен для 

обслуживания конечного и притом постоянного числа требований. Как 

только требования обслужены, они возвращаются в источник. Более того, 

предположим, что источник имеет интенсивность, пропорциональную 

числу содержащихся в нем требований.  

Пусть на машиностроительном предприятии имеется mAсп =  единиц 

металлорежущего оборудования. Интенсивность потока требований на 

текущий ремонт одного станка  . Если в некоторый момент времени 

число станков, ожидающих ремонта и ремонтируемых, n (система 

находится в nE  состоянии), то число исправно работающих станков равно 

(m – n) и интенсивность входящего потока определится как  )( nm , 

которая будет изменяться дискретным образом (скачкообразно) всякий 

раз, когда будет иметь место выход станка из строя или его 

восстановление. 
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В результате решения дифференциальных уравнений состояний 

замкнутой многоканальной СМО получены соотношения, в которых 

 / :                            nnn
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где   –  удельная интенсивность потока требований, приходящаяся на 

одно требование, потенциально имеющееся в источнике;   – общая 

интенсивность обслуживания; n
mC  – число сочетаний из m по n.  

Принимая  во внимание,  что С n

m
= m!/(n!(m – n)!)  и  заменив   через 

s , где   – интенсивность обслуживания одним каналом, полученные 

соотношения   можно  записать: 
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где .μ′/λ′=ψ                                                                                                           (4.8) 

                                             
Рассмотрим решение практической задачи с использованием 

представленных формул [3, 11], но начнем сначала с замкнутой 

одноканальной СМО. 
Пример 2. Пусть один слесарь-ремонтник (S = 1) обслуживает на участке 

механосборочного цеха m = 6 станков. В среднем каждый станок требует текущего 

ремонта или наладки один раз за месяц )1(  . Слесарь может обслужить за месяц 

10 станков  )10(  . Необходимо определить среднее число станков, ожидающих 

обслуживания )( , коэффициент простоя станков и коэффициент простоя  слесаря. 
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Рассматриваемая система может находиться в семи различных состояниях 

(чисто станков в ремонте от  0 до 6). 

В соответствии с полученными формулами и, положив S = 1, будем иметь по 

зависимости (4.6)      

;6,0)1,0(
)!16(

!6
00

1
1 PPP 


  

и по зависимости (4.7)        
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n
P n

n 


     (2 ≤ n ≤ 6), 

где 1P  –  вероятность того, что слесарь ремонтирует один станок, а остальные 

работают; nP  – вероятность того, что слесарь ремонтирует один станок, а )1( n  

ожидают ремонта. 

Результаты подсчетов для всех семи состояний рассматриваемой СМО 

сведем в табл. 4.2. В таблице первым вычисляется третий столбец, т. е. отношение 

0P

Pn  при 6n  =  0, 1, …, 6. Затем, суммируя третий столбец и учитывая, что 1
6
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P , откуда  

0P  = l/2,06392 = 0,4845. 

Умножая величины третьего столбца на 0P = 0,4845, имеем четвертый столбец.  

Среднее число станков, стоящих в очереди, равно 

 


6

2
)1(

n
nPn . 

Суммируя пятый столбец, получим    = 0,3298. 

Таким   образом,    слесарь   свободен   около   половины   рабочего   дня  

( 0P = 0,4845) и примерно 0,33 (  = 0,3298) станка из шести в среднем будет 

простаивать в очереди, а коэффициент простоя станков γ =   / m = 0,33/6 = 0,055. 

Перейдем теперь к замкнутой многоканальной системе. 
Пример 3. Пусть   бригада  из  трех  человек обслуживает  20  станков  (S = 3,   

m = 20). Все остальные условия предыдущего примера остаются прежними. В 

среднем теперь на одного рабочего приходится 62/3 станка и одновременно может 

обслуживаться 3 станка. Определим те же параметры, что и в предыдущей задаче. 

Результаты вычислений сведем в табл. 4.3. 
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Табл. 4.2. – Результаты расчета параметров состояний замкнутой 

одноканальной системы массового обслуживания 
 

Номер 

состояния 

СМО 

Число станков, 

ожидающих 

ремонта (n – 1) 

 

Pn/P0 

 

Pn 

 

(n – 1)Pn 

0 0 1,00000 0,4845 0,0000 

1 0 0,60000 0,2907 0,0000 

2 1 0,30000 0,1454 0,1454 

3 2 0,12000 0,0582 0,1164 

4 3 0,03600 0,0175 0,0525 

5 4 0,00720 0,0035 0,0140 

6 5 0,00072 0,0003 0,0015 

ИТОГО 2,06392 – 0,3298 

 
При n > 12 значениями nP  с точностью до пятого знака можно пренебречь. 

Для замкнутой многоканальной СМО среднее число станков, ожидающих 

обслуживания, равно 

                                       


12

4
.33863,0)3(

n
nPn                                         (4.9) 

Коэффициент простоя станков, ожидающих обслуживания 

                                       γ =   / m = 0,34/20 = 0,017.                                         (4.10) 

Среднее число свободных рабочих  

                      ∑
2

0=
210 .21266,1=+2+3=)3+(=

n
n PPPPn                 (4.11) 

Отсюда коэффициент простоя одного рабочего будет равен  

                         ρ =   / S = 1,21266 / 3 = 0,4042.                                              (4.12) 

Сравним   результаты,   полученные   в   первом   и   во   втором   случае, 

которые представлены в табл. 4.4. 

Во  втором   случае   мы   увеличили   загрузку   слесарей  (6,67  станка   против  

6 станков на одного слесаря). Можно было бы ожидать, что очереди при этом 

возрастут, однако этого не произошло. Мы получили более чем втрое низкий 

коэффициент простоя станка. Это объясняется тем, что мы объединили три системы   

массового     обслуживания    (по   6–7  станков   и   по   одному   слесарю),    заставив 
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обслуживать бригаду из трех рабочих все 20 станков сразу. В одной изолированной 

системе рабочий бы простаивал, теперь же он может при возникновении потребности 

обслуживать станок, ранее за ним не закрепленный. 

 

Табл. 4.3. – Результаты расчета параметров состояний замкнутой 

многоканальной  системы массового обслуживания 
 

№ 
состояния 
СМО 

Число 
ремонтируемых 

станков 

Число 
станков в 
ожидании 

(n – 3) 

Число 
свободных 
рабочих 

Pn/P0 Pn (n – 3)Pn 

0 0 0 3 1 0,13625 - 
1 1 0 2 2 0,27250 - 
2 2 0 1 1,9 0,25888 - 
3 3 0 0 1,14 0,15533 - 
4 3 1 0 0,646 0,08802 0,08802 
5 3 2 0 0,34453 0,04694 0,09388 
6 3 3 0 0,17226 0,02347 0,07041 
7 3 4 0 0,08039 0,01095 0,04380 
8 3 5 0 0,03483 0,00475 0,02375 
9 3 6 0 0,01393 0,00190 0,01140 
10 3 7 0 0,00510 0,00070 0,00490 
11 3 8 0 0,00170 0,00023 0,00184 
12 3 9 0 0,00051 0,00007 0,00063 
   ИТОГО 7,33925  0,33863 
 

 

Табл. 4.4. – Сравнительные результаты исследования  
систем массового обслуживания 

 

Показатели СМО 
Вид СМО 

одноканальная многоканальная 
Число станков на одного слесаря 6 6,67 
Среднее число станков, 
ожидающих ремонта 

0,33 0,34 

Коэффициент простоя станка γ 0,33/6 = 0,055 0,34/20 = 0,017 
Коэффициент простоя слесаря ρ 0,4845 0,4042 
 

Надо сказать, что расчеты по определению оптимального числа 

каналов для источников на 300–400 требований громоздки и трудно 
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поддаются ручному счету (определение величин m! и (m – n)! и др.). 

Кроме того, система на 400 требований может находиться в 401 

состоянии, и если сложно определить вероятность одного состояния, то 

эта трудность усугубляется необходимостью подсчетов вероятности 401 

состояния. Из этого положения может быть два выхода [3, 11]: 

- решать задачу по формулам разомкнутых СМО, заранее допуская 

погрешность; 

- расчет вести на ЭВМ, составив программу по полученным 

формулам для замкнутой СМО с несколькими обслуживающими 

устройствами. 

 

4.5. Задание к лабораторной работе №4 

 

Задача №1. Определить для разомкнутой многоканальной СМО 

оптимальное число каналов S, таких, чтобы суммарные издержки U от 

простоя каналов обслуживания и простоя заявок были минимальными. 

Рассчитать среднюю длину очереди заявок   и среднее число 

простаивающих каналов  . Исходные данные представлены в табл. 4.5. 

Задача №2. Бригада слесарей из S человек обслуживает m станков. 

Определить для замкнутой многоканальной СМО среднее число станков, 

ожидающих ремонта  , среднее число свободных рабочих  , 

коэффициент простоя станка γ и коэффициент простоя слесаря ρ. 

Исходные данные представлены в табл. 4.6. 

 
 

4.6. Содержание работы 

 

В процессе выполнения лабораторной работы при решении задачи 

№ 1 по данным табл. 4.5 определяют оптимальное число каналов для 

разомкнутой многоканальной СМО и допустимые среднюю длину 

очереди и среднее число простаивающих каналов с расчетом издержек от 

простаивающих каналов и поступающих требований. 
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После этого  решают  задачу  № 2, в которой по данным табл. 4.6 

определяют эффективность работы замкнутой многоканальной СМО по 

таким критериям, как среднее число станков, ожидающих ремонта  , 

среднее число свободных рабочих  , коэффициент простоя станка γ и 

коэффициент простоя слесаря ρ. 

 

Табл. 4.5. – Исходные данные к задаче №1 
 

№ 
варианта 

Интенсивность 
поступления 
заявок  λ 

Интенсивность 
высвобождения 

каналов μ 

Издержки  
от простоя заявок  

С1,  руб. 

Издержки  
от простоя 

каналов С2, руб. 
1 2 3 4 5 
1 5 2 250 450 
2 5 2 250 500 
3 5 2 250 550 
4 5 2 300 450 
5 5 2 300 500 
6 5 2 300 550 
7 7 2 250 450 
8 7 2 250 500 
9 7 2 250 550 

10 7 2 300 450 
11 7 2 300 500 
12 7 2 300 550 
13 7 3 250 450 
14 7 3 250 500 
15 7 3 250 550 
16 7 3 300 450 
17 7 3 300 500 
18 7 3 300 550 
19 9 4 250 450 
20 9 4 250 500 
21 9 4 250 550 
22 9 4 300 450 
23 9 4 300 500 
24 9 4 300 550 
25 11 3 250 450 
26 11 3 250 500 
27 11 3 250 550 
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Окончание табл. 4.5 
 

1 2 3 4 5 
28 11 3 300 450 
29 11 3 300 500 
30 11 3 300 550 
31 11 4 250 450 
32 11 4 250 500 
33 11 4 250 550 
34 11 4 300 450 
35 11 4 300 500 
36 11 4 300 550 

 

 
Табл. 4.6. – Исходные данные к задаче №2 

 

№ варианта 
Число 
каналов 

S 

Число 
заявок 

m 

Интенсивность появления 
заявки в единицу времени  

  
 

Число обслужива-
ний заявок одним 
каналом в единицу 

времени    
1 2 3 4 5 

1 3 20 1 5 

2 3 21 1 5 

3 3 22 1 5 

4 4 20 1 5 

5 4 21 1 5 

6 4 22 1 5 

7 5 20 1 5 

8 5 21 1 5 

9 5 22 1 5 

10 3 23 1 10 

11 3 24 1 10 

12 3 25 1 10 

13 4 23 1 10 

14 4 24 1 10 

15 4 25 1 10 

16 5 23 1 10 

17 5 24 1 10 
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Окончание табл. 4.6 
 

1 2 3 4 5 

18 5 25 1 10 

19 3 26 2 5 

20 3 27 2 5 

21 3 28 2 5 

22 4 26 2 5 

23 4 27 2 5 

24 4 28 2 5 

25 5 26 2 5 

26 5 27 2 5 

27 5 28 2 5 

28 3 29 2 10 

29 3 30 2 10 

30 3 31 2 10 

31 4 29 2 10 

32 4 30 2 10 

33 4 31 2 10 

34 5 29 2 10 

35 5 30 2 10 

36 5 31 2 10 

 

 

4.7. Средства технологического оснащения 

 

– Персональный компьютер; 

– микрокалькулятор. 

 

 

4.8. Порядок выполнения работы 

 

При решении задачи №1: 

– Определяют  первоначальное   число   каналов,   проверяя  условие  
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ψ ≤ 1 по  зависимости (4.4); 

– рассчитывают вероятность того, что ни один канал не будет занят 

по зависимости (4.1); 

– находят среднюю длину очереди по зависимости (4.3); 

– находят среднее число   каналов, не занятых обслуживанием по 

зависимости (4.2); 

– определяют  издержки, которые понесет СМО при первоначально   

принятом числе каналов (4.5); 

– увеличивают на единицу число каналов и повторяют расчеты по 

зависимостям (4.1) –  (4.3), (4.5); 

– сравнивают величины издержек U1 и U2; 

– увеличивают на единицу число каналов и повторяют расчеты по 

зависимостям (4.1) –  (4.3), (4.5); 

– сравнивают величины издержек U2 и U3. Если U2 > U3, 

увеличивают на единицу число каналов и повторяют расчеты по 

зависимостям (4.1) – (4.3), (4.5). Если U2 < U3, расчеты прекращают; 

– делают выводы об оптимальном числе каналов. 

При решении задачи №2: 

– Находят коэффициент использования системы ψ по зависимости 

(4.8), используя данные табл. 4.6; 

–  определяют    вероятность    нахождения   системы   в   состояниях  

0 ≤ n ≤ S по зависимости (4.6);                                       

– определяют    вероятность    нахождения   системы   в   состояниях                

S < n ≤ m по зависимости (4.7);                                 

– результаты расчетов для всех состояний заносят в таблицу по 

форме табл. 4.3 и заполняют остальные графы таблицы по методике, 

представленной в примерах 2 и 3;  

– рассчитывают среднее число станков (требований), ожидающих 

ремонта по зависимости (4.9); 

– рассчитывают среднее число свободных рабочих (каналов) по 

зависимости (4.11); 



 75

– определяют коэффициент простоя требования по зависимости 

(4.10); 

– определяют коэффициент простоя рабочего по зависимости (4.12); 

– делают вывод об эффективности работы СМО; 

– оформляют отчет по лабораторной работе согласно п. 4.9 

настоящего учебного пособия. 

 
 

4.9. Содержание отчета по лабораторной работе №4 
 

Задача №1 

 

Исходные данные. 

1. Интенсивность поступления заявок –  . 

2. Интенсивность выполнения заявок одним каналом –  . 

3. Издержки от простоя заявок – С1. 

4. Издержки от простоя каналов – С2. 

 

Первоначальное значение числа каналов S1 

 

Вероятность того, что ни один канал не будет занят при числе 

каналов S1 

 

Средняя длина очереди заявок при числе каналов S1 

 

Среднее число свободных каналов при числе каналов S1 

 

Суммарные издержки при числе каналов S1 

 

 Число каналов, увеличенное на единицу S2 
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Вероятность того, что ни один канал не будет занят при числе 

каналов S2 

 

Средняя длина очереди заявок при числе каналов S2 

 

Среднее число свободных каналов при числе каналов S2 

 

Суммарные издержки при числе каналов S2 

 

Вывод об оптимальности числа каналов и о продолжении или 

прекращении расчетов 

 

Задача №2 

 

Исходные данные. 

1. Число каналов – S. 

2. Число заявок – m. 

3. Интенсивность появления заявки в единицу времени –  . 

4. Число обслуживаний поступивших заявок одним каналом в 

единицу времени –  . 

 

Коэффициент использования системы ψ 

 

Вероятность    нахождения   системы   в   состояниях 0 ≤ n ≤ S 

 

Вероятность    нахождения   системы   в   состояниях S < n ≤ m 

 

Результаты расчетов по форме табл. 4.3 

 

Среднее число станков (требований), ожидающих ремонта 

 

Среднее число свободных рабочих (каналов) 
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Коэффициент простоя требования 

 

Коэффициент простоя рабочего 

 

Вывод об эффективности работы СМО 

 

 

4.10. Контрольные вопросы 

 

1. Какой поток событий называется стационарным? 

2. Какой поток событий называется однородным? 

3. Какой поток событий называется ординарным? 

4. Какой поток событий называется простейшим? 

5. Дайте определение понятия «система массового обслуживания». 

6. Опишите основные признаки одноканальной и многоканальной, 

разомкнутой и замкнутой СМО. 

7. Что такое коэффициент использования СМО? 

8. В чем причина возникновения очередей требований? 

9. Назовите пути упрощения расчета замкнутых СМО с большим 

числом требований. 

10. Перечислите основные параметры, характеризующие замкнутую 

и разомкнутую СМО.    
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Математическое моделирование – это мощное средство познания 

природы и общества при организации производственно-хозяйственной 

деятельности человека. В любом производстве заложена идеальная 

экономико-математическая модель, с которой проводится постоянное 

сравнение реального положения вещей с целью приближения реальности 

к желаемому результату. 

Используя методы теории графов, можно эффективно разрабатывать 

технологические процессы (особенно групповые), не прибегая каждый раз 

к чтению чертежей и написанию новых технологий. Разработанные и 

представленные в данном разделе пособия программы позволяют 

исключить громоздкие и трудоемкие вычисления при определении 

припусков на механическую обработку и операционных размеров. 

Одна из областей математического моделирования – линейное 

программирование – позволяет оптимизировать технологические 

процессы при организации нового и модернизации действующего 

производства, определять рациональное номенклатурное распределение 

выпускаемой продукции.  

Современные условия требуют от производителя быстрого перехода 

на выпуск новой продукции, так как развитие техники и появление новых 

технологий способствуют ее скорому моральному старению. Такой 

подход возможен лишь с использованием методов краткосрочного 

планирования теории расписаний.  

В настоящее время от предприятий требуется высокая мобильность, 

способность быстро переходить на выпуск новых видов продукции. 

Организация такого производства невозможна без тщательного анализа 

спроса и предложения на них, т. е. без анализа деятельности предприятия 

как системы массового обслуживания.  

Таким образом, представленное пособие окажет помощь студентам 

при изучении специальных дисциплин и в дальнейшей производственной 

деятельности выпускников. 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 
 
 

Базис 33 
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   – допустимое 33, 35 
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   – оптимальное 34, 35 
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      трудоемкости 47, 48 
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ОСНОВНЫЕ ИСПОЛЬЗОВАННЫЕ ПОНЯТИЯ 

 

Автоматизированная транспортно-складская система (АТСС) – 

система, обеспечивающая централизованное хранение и оперативную 

доставку к рабочим местам заготовок деталей и технологической 

оснастки. 

Базис – любой набор переменных, таких, что определитель, 

составленный из коэффициентов при этих переменных, не равен нулю. 

Базисное решение – решение системы уравнений, в которой число 

переменных больше числа уравнений. 

Время обслуживания – затраты времени одним обслуживающим 

устройством на обслуживание одной заявки. 

Гибкая производственная система (ГПС) – управляемая 

средствами вычислительной техники совокупность технологического 

оборудования, обладающая свойством автоматизированной переналадки 

при изменении программы производства изделий. 

Граф – множество точек плоскости, называемых вершинами, и 

множество дуг (направленных отрезков), соединяющих эти вершины, или 

ребер (отрезков), соединяющий две вершины графа. 

Диаграмма Гантта (или Гантт-карта) – геометрический способ 

задания расписания, при котором каждой работе ставится в соответствие 

отрезок определенной длины, каждому типу оборудования – прямая линия 

(ось времени), вдоль которой размещают отрезки – работы, выполняемые 

на этом оборудовании. 

Дерево – конечный связный неориентированный граф, не имеющий 

циклов. 

Дуга – направленный отрезок в ориентированном графе, 

соединяющий вершины графа.  

Задача краткосрочного планирования (КП) ГПС – задача из 

класса комбинаторных задач полного упорядочения во времени 

различных дискретных процессов, предварительно частично 

упорядоченных во времени согласно технологическим маршрутам. 
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Замкнутая система массового обслуживания – система, в которой 

обслуженные требования не покидают систему, а возвращаются в 

источник требований. 

Интенсивность обслуживания – среднее число обслуживаний в 

единицу времени. 

Исходное дерево – дерево с конструкторскими размерами (связями) 

и с размерами припусков на обработку. 

Каналы обслуживания – некоторое количество параллельно 

действующих технических устройств (иногда людей – исполнителей) 

системы массового обслуживания. 

Контур в ориентированном графе – конечный путь, у которого 

начальная вершина совпадает с конечной. 

Линейное программирование – область математического 

программирования, посвященная теории и методам решения 

экстремальных задач, характеризующихся линейной зависимостью между 

переменными. 

Метод «ветвей и границ» – проведение оценок качества вариантов 

расписания без полного их расчета и последующая отбраковка ветвей в 

дереве перебора вариантов.  

Методы теории расписаний – методы выбора оптимального 

расписания при краткосрочном планировании. 

Многоканальная система массового обслуживания – система, в 

которой узел обслуживания содержит более одного обслуживающего 

устройства (исполнителя). 

Одноканальная система массового обслуживания – система, в 

которой узел обслуживания состоит всего из одного обслуживающего 

устройства (исполнителя). 

Однородный поток требований – поток, при котором события 

(заявки, требования), о которых идет речь, являются однородными с точки 

зрения их сущности и формы проявления. 

Ординарный поток требований – поток, в котором вероятность 

появления двух и более заявок в один и тот же момент времени настолько 
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мала, что практически можно считать невозможным совмещение двух или 

более событий в один и тот же момент времени. 

Ориентированный граф – граф, дуги которого имеют направление. 

Неориентированный граф – граф, ребра которого не имеют 

направления. 

Правило «кратчайшей операции» – правило, при котором из 

текущего портфеля работ, подготовленных к выполнению на данном 

станке, выбирают детали с минимальным временем обработки заготовок 

на этом станке. 

Правило «максимальной остаточной трудоемкости» – правило, 

при котором из текущего портфеля работ, подготовленных к выполнению 

на станке, выбирают заготовки деталей с максимальной суммой времени 

обработки на всех еще не пройденных станках, включая данный станок. 

Правило «минимальной остаточной трудоемкости» – правило, 

при котором из текущего портфеля работ, подготовленных к выполнению 

на данном станке, выбирают заготовки деталей с минимальной суммарной 

трудоемкостью обработки на всех еще не пройденных станках, включая 

данный станок. 

Производное дерево – дерево с технологическими размерами и 

размерами заготовки. 

Простейший поток требований – поток, который одновременно 

ординарный, стационарный и без последействия. 

Пуассоновский поток требований – поток, в котором интервалы 

между последовательно возникающими требованиями распределяются по 

экспоненциальному (показательному) закону распределения.  

Путь в ориентированном графе – последовательность дуг, в 

которой конец каждой предыдущей дуги совпадает с началом следующей.  

Размерная цепь – путь в производном дереве, заданный ребром 

исходного дерева. 

Разомкнутая система массового обслуживания – система, в 

которой обслуженные требования сразу же покидают систему. 
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Расписание – документ, содержащий сведения: о количестве и 

номенклатуре выполняемых работ; о моментах начала и окончания 

каждой работы; о затратах времени и материальных ресурсов на все 

проводимые работы; о месте и технических средствах выполнения каждой 

работы. 

Ребро в неориентированном графе – отрезок, соединяющий две 

вершины.  

Система массового обслуживания (СМО) – своеобразный класс 

систем, изучением которых занимается теория массового обслуживания 

путем исследования очередей. 

Система массового обслуживания с потерями (с отказами) – 

система, в которой требование не может ждать начала обслуживания или 

система обслуживания отказывает требованию, если все 

обслуживающие устройства (исполнители) заняты. 

Система с неограниченным ожиданием (без потерь) – система, в 

которой требования могут ожидать обслуживания неограниченное 

время. 

Система с ограниченным ожиданием (с потерями) – система, в 

которой требования могут ожидать обслуживания только ограниченное 

время, по истечении которого, если к этому времени не освободится 

хоть одно обслуживающее устройство, они покидают систему. 

Стационарный (регулярный) поток требований – поток, при 

котором его вероятностный режим не изменяется во времени, т. е. если  

интенсивность потока заявок постоянна (события (заявки) следуют друг за 

другом через строго определенные промежутки времени). 

Теория расписаний (ТР) – научная дисциплина, изучающая 

распределительные задачи, в которых ограничительным ресурсом 

является время. 

Цепь в неориентированном графе – последовательность ребер.  

Цикл в неориентированном графе – конечная цепь, у которой 

начальная и конечная вершины совпадают. 
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Эвристические алгоритмы (решающие правила) – правила, 

которые позволяют построить расписание без полного или частичного 

перебора вариантов и подбираются и уточняются по опыту эксплуатации 

производственной системы. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 
 

Минимальные припуски на механическую обработку 
 

Минимальные припуски на черновое обтачивание, растачивание 
и фрезерование заготовок, полученных горячей штамповкой, мм 

 

 
Минимальные припуски на черновое обтачивание, растачивание 

и фрезерование поверхностей  отливок 
 

Максимальный 
габаритный 

размер отливки, 
мм 

Литье заготовок  
в песчаные формы 

 

Литье заготовок 
 в кокиль 

и оболочные формы 
Припуск, мм 

До 50 
Свыше 50 до120 
 ««    120 до 260 
 ««    260 до 500 

2,2 
2,6 
3,3 
4,1 

1,4 
1,6 
1,8 
2,0 

Примечание. Припуски на все поверхности отливки выбирают  
с учетом максимального размера (диаметра или длины). 

 
Минимальные припуски на протягивание отверстий, мм 

 

Диаметр, мм 

Отверстия подготовленные 
по 9–11-му квалитету 

точности 
по 12-му квалитету 

точности 
Припуск, мм 

До 30 
Свыше 30 до 50

««  50 до 80

0,35 
0,40 
0,50 

0,45 
0,55 
0,7 

Диаметр 
заготовки, мм 

Припуск на размер при длине,мм 

до 120 
свыше 120 
до 260 

свыше 260 
до 500 

свыше 500 
до 800 

свыше 800 
до 1250 

До 50 
Свыше 50 до120 
    ««  120 до 260 
    ««  260 до 500 

1,7 
2,0 
2,2 
2,5 

2,0 
2,2 
2,4 
2,7 

2,4 
2,6 
2,7 
2,8 

2,8 
2,9 
3,0 
3,1 

3,2 
3,3 
3,4 
3,5 

Примечания: 
1. Для штамповок из алюминиевых, магниевых и медных сплавов, а также для 

чернового проката повышенной точности припуски умножают на 0,8. 
2. Припуски на все поверхности штамповки принимаются с учетом 

максимальных габаритных размеров. 
3. При закреплении заготовки в патроне длина равна удвоенному расстоянию 

от наиболее удаленного торца до кулачков патрона. 
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Окончание прил. Б 
 

Минимальные припуски на чистовое подрезание 
торцов и на чистовое фрезерование плоскостей 

 
Диаметр или ширина,мм Припуск, мм 

До 50 
Свыше 50 до 120 

««  120 до 260 
««  260 до 500 

0,3 
0,4 
0,55 
0,7 

 
 

Минимальные припуски на черновое подрезание торцов, фрезерование  
и строгание плоскостей 

 

Максимальный 
габаритный размер, мм 

 

Сталь, 
полученная 
горячей 

штамповкой

Литье  
в песчаные 
формы 

Цветные  
и титановые 
сплавы,  

полученные 
штамповкой 

Литье  
в кокиль,  

оболочковые 
формы 

Припуск, мм 
До 50 

Свыше 50 до 120 
««  120 до 260 
««  260 до 500 

0,9 
1,0 
1,2 
1,5 

1,1 
1,1 
1,3 
1,6 

0,7 
0,8 
0,9 
1,1 

0,6 
0,7 
0,8 
1,0 

 
 

Минимальные припуски на черновое растачивание, зенкерование 
 и развертывание отверстий 

 
Диаметр отверстия, 

мм 
Чистовое растачивание, 

зенкерование 
Развертывание 

Припуск, мм 
До 10 

Свыше 10 до30 
««       30 до 50 
««     50 до 120 
««   120 до 500 

– 
0,5 
0,6 
0,9 
1,2 

0,12 
0,16 
0,2 
– 
– 

Примечание. Если развертывание выполняется на двух переходах 
или операциях, то на предварительное развертывание отводится  
2/3 припуска, на окончательное – 1/3. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 

 

Допуски на диаметры валов и отверстий, а также линейные размеры 

 
Номинальные 
размеры, мм 

 

Квалитет точности 
6-й 7-й 9-й 10-й 11-й 12-й 14-й 15-й 16-й 

Допуск, мм 
Свыше 1 до 3 
««     3 ««     6 
««     6 ««   10 
««   10 ««   18 
««   18 ««   30 
««   30 ««   50 
««   50 ««   80 
««   80 «« 120 
«« 120 «« 180 
«« 180 «« 260 
«« 260 «« 360 
«« 360 «« 500 
«« 500 «« 630 
«« 630 «« 800 
«« 800««1000 

0,010 
0,013 
0,016 
0,019 
0,023 
0,027 
0,030 
0,035 
0,040 
0,045 
0,050 
0,060 
0,070 
0,080 
0,090 

0,014 
0,018 
0,022 
0,027 
0,033 
0,039 
0,046 
0,054 
0,063 
0,073 
0,084 
0,095 
0,110 
0,120 
0,130 

0,020 
0,025 
0,030 
0,035 
0,045 
0,050 
0,060 
0,070 
0,080 
0,090 
0,100 
0,120 
0,140 
0,150 
0,170 

0,040 
0,048 
0,058 
0,070 
0,088 
0,100 
0,120 
0,140 
0,160 
0,185 
0,215 
0,250 
0,280 
0,300 
0,350 

0,060 
0,080 
0,100 
0,120 
0,140 
0,170 
0,200 
0,230 
0,260 
0,300 
0,340 
0,380 
0,450 
0,500 
0,550 

0,120 
0,160 
0,200 
0,240 
0,280 
0,340 
0,400 
0,460 
0,530 
0,600 
0,680 
0,760 
0,900 
1,000 
1,100 

0,250 
0,300 
0,360 
0,430 
0,520 
0,620 
0,740 
0,870 
1,000 
1,150 
1,350 
1,550 
1,800 
2,000 
2,200 

0,400 
0,480 
0,580 
0,700 
0,840 
1,000 
1,200 
1,400 
1,600 
1,900 
2,200 
2,500 
2,800 
3,000 
3,500 

0,600 
0,750 
0,900 
1,100 
1,300 
1,600 
1,900 
2,200 
2,500 
2,900 
3,300 
3,800 
4,500 
5,000 
5,500 
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