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1. ПРИНЦИП РАЗМЕРНОГО КВАНТОВАНИЯ. УСЛОВИЯ  

НАБЛЮДЕНИЯ КВАНТОВЫХ РАЗМЕРНЫХ ЭФФЕКТОВ 

 

 
Под квантово-размерными эффектами понимается изменение фи-

зических свойств кристалла, когда хотя бы один из его геометрических 
размеров становится соизмеримым с длиной волны де Бройля электрона, 

 
mv

h

p

h
Б  , (1.1) 

где p = mv – импульс частицы. Квантово-размерные эффекты обусловлены 
квантованием движения электрона в направлении, в котором размер кри-
сталла сравним с Б  (размерное квантование). Основную идею размерно-
го квантования рассмотрим на примере электронов, находящихся в очень 
тонкой металлической или полупроводниковой пленке толщиной L  
(рис. 1.1). 
 

 
 

Рис. 1.1 
 

В такой кристаллической пленке движение электрона остается сво-
бодным только в плоскости пленки. Вдоль направления оси z пленка 
представляет собой потенциальную яму для электронов, если предполо-
жить, что они сосредоточены в пленке и в обычных условиях не выходят 
из нее в окружающую среду. В данном случае потенциальная яма имеет 
ширину L и глубину, равную работе выхода электронов A. Согласно зако-
нам квантовой механики энергия электронов в такой яме квантуется, то 
есть может принимать лишь некоторые дискретные значения Еn, где n 

Z 

X 

Y 
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имеет целочисленные значения. Эти дискретные значения называют уров-
нями размерного квантования.  

В большинстве твердых тел типичные значения работы выхода име-
ют величину 2.5–5 эВ, что на несколько порядков превышает характерную  
тепловую энергию носителей kT, равную при комнатной температуре 
0.026 эВ. Поэтому в рассматриваемом примере потенциальную яму можно 
считать бесконечно глубокой (рис. 1.2, а). В этих  случаях  говорят о  по-
тенциальной яме с  абсолютно непроницаемыми стенками. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.2 
 
Для случая одномерной прямоугольной бесконечно глубокой потен-

циальной ямы решение стационарного уравнения Шредингера  

   0
2

2
  UE

m


, (1.2) 

где U = ),,( zyxU  – потенциальная энергия, Е – полная энергия частицы, 
хорошо известно. Таким образом, для пленки (потенциальной ямы), зани-

E1 

E2 

E3 

E 

0 L 
z p 

E 
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мающей область Lz 0 , волновые функции и энергетические уровни 
квантовых состояний определены следующими формулами: 

      z
L

n

L
zn

 sin
2

 , (1.3) 

 2
2

22

2
n

mL
En


 , (1.4) 

где m – эффективная масса частицы; n = 1, 2, 3, ... . 
Рассмотрим второе необходимое условие, позволяющее считать яму 

бесконечно глубокой: условие малости значений Еn по сравнению с ее дей-
ствительной глубиной – работой выхода A. Используя формулу (1.4), 
можно получить: 

 n
mA

L
2


 .  (1.5) 

При emm 1.0~  условие (1.5) удовлетворяется при толщине пленки 
более 1 нм, что соответствует нескольким межатомным расстояниям.  
Во всех реальных структурах это условие соблюдается.  

Вывод о квантовании энергии электрона и приведенные формулы 
для Еn относятся лишь к движению поперек потенциальной ямы (по оси z). 
На движение в плоскости ху (параллельно границам пленки) потенциал 
ямы не влияет. В этой плоскости носители заряда движутся как свободные 
и характеризуются, как и в массивном образце, непрерывным квадратич-

ным по импульсу энергетическим спектром:
 m

pp

m

p yx

22

222
|| 
 , где 

||p 22
yx pp   – составляющая импульса частицы в плоскости пленки, рх и 

ру – компоненты импульса вдоль соответствующих координатных осей. 
Полная же энергия носителей заряда в квантово-размерной пленке носит 
смешанный дискретно-непрерывный спектр, представляя собой сумму 
дискретных уровней, связанных с движением в направлении квантования, 
и непрерывной компоненты, описывающей движение в плоскости слоя: 

 
m

pp
EE yx

n 2

22 
 . (1.6) 

 Заметим, что за счет непрерывной компоненты энергетического 

спектра  
m

pp yx

2

22 
 электроны, принадлежащие одному и тому же уровню 

nE , могут иметь любую энергию от nE  до бесконечности (рис. 1.2, б).  
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Такую совокупность состояний для фиксированного n обычно называют 
подзоной размерного квантования.  

Пусть электроны в системе имеют энергии, меньшие Е2, и потому 
принадлежат нижней подзоне размерного квантования. Тогда никакой уп-
ругий процесс (например, рассеяние на примесях или акустических фоно-
нах), равно как и рассеяние электронов друг на друге, не может изменить 
квантовое число n, переведя электрон на вышележащий уровень, посколь-
ку это потребовало бы дополнительных затрат энергии. Это означает, что 
электроны при упругом рассеянии могут изменять только свой импульс в 
плоскости ху, то есть ведут себя как чисто двумерные частицы. Поэтому 
квантово-размерные структуры, в которых заполнен лишь один квантовый 
уровень, часто называют двумерными электронными структурами.  

Существуют и другие квантовые структуры, где движение носителей 
ограничено не в одном, а в двух направлениях, как в микроскопической 
проволоке или нити. В этом случае носители могут свободно двигаться 
лишь в одном направлении вдоль нити (пусть это направление совпадает с 
осью х). Таким образом, в поперечном сечении (плоскость yz) энергия 
квантуется и принимает дискретные значения nmE  (как любое двумерное 
движение, оно описывается двумя квантовыми числами, n и m). Полный 
спектр при этом тоже является дискретно-непрерывным, но лишь с одной 
непрерывной степенью свободы: 

 
m

p
EE x

nm 2

2

 . (1.7) 

По аналогии с пленочными структурами, имеющими спектр вида 
(1.6), данные системы называются одномерными электронными структу-
рами или квантовыми нитями. Энергетический спектр квантовых нитей 
также представляет собой совокупность подзон размерного квантования, 
но уже не двумерных, а одномерных. 

Наконец, существуют технологические возможности создать кванто-
вые структуры, напоминающие искусственные атомы, где движение носи-
телей ограничено во всех трех направлениях. Здесь энергетический спектр 
уже не содержит непрерывной компоненты, то есть не состоит из подзон, 
а является чисто дискретным. Как и в атоме, он описывается тремя дис-
кретными квантовыми числами (не считая спина) и может быть записан в 
виде nmlEE  , причем, как и в атоме, энергетические уровни могут быть 
вырождены и зависеть лишь от одного или двух чисел.  

Подобные системы носят название нуль-мерных электронных 
структур или квантовых точек.  

Таким образом, в твердотельных структурах, где хотя бы вдоль од-
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ного направления движение носителей заряда ограничено очень малой об-
ластью, сравнимой по размерам с дебройлевской длиной волны носителей 
и характеризуемой обычно десятками нанометров, энергетический спектр 
носителей заметно меняется и становится частично или полностью дис-
кретным. Подобное изменение спектра за счет размерного квантования 
приводит к существенному изменению всех электронных свойств системы 
по сравнению с массивным образцом того же материала: изменяются оп-
тические характеристики гетероструктур, удельное сопротивление, посто-
янная Холла, магнетосопротивление, возникают особенности туннельных 
характеристик пленок и др. 

Чтобы описанное выше квантование энергетического спектра могло 
проявляться в каких-либо наблюдаемых эффектах, расстояние между 
энергетическими уровнями nn EE 1  должно быть достаточно велико.      
В первую очередь оно должно значительно превосходить тепловую энер-
гию носителей:  

kTEE nn  )( 1  .                   (1.8) 

В противном случае практически одинаковая заселенность соседних уров-
ней и частые переходы носителей между ними делают квантовые эффекты 
ненаблюдаемыми. 

Если электронный газ вырожден и характеризуется энергией Ферми, 
то желательно также выполнение условия  

Fnn EEE  )( 1  .                  (1.9) 

Условие (1.8) при этом выполняется автоматически, поскольку для выро-

жденного газа FEkT  . При невыполнении указанного условия запол-

нено много квантовых уровней и квантовые размерные эффекты, будучи в 
принципе наблюдаемыми, имеют весьма малую относительную величину.  

Другие требования для наблюдения квантовых размерных эффектов 
обусловлены тем, что в реальных структурах носители всегда испытывают 
рассеяние на примесях, фононах и др. Интенсивность рассеяния обычно 
характеризуется временем релаксации импульса, связанным прямой про-
порциональностью с другой важной характеристикой носителей – их под-
вижностью. Величина  представляет собой среднее время жизни в состоя-
нии с фиксированными квантовыми числами (например, n, рх, ру для дву-
мерного электронного газа). В силу соотношения неопределенности Гей-
зенберга конечное значение  влечет за собой неопределенность в энергии 
данного состояния. Очевидно, что говорить о наличии в системе отдель-
ных дискретных уровней можно лишь в случае, когда расстояние между 
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ними превышает неопределенность E , то есть при выполнении условия  

 

 m

heh
EE nn  )( 1 .                        (1.10) 

Можно показать, что выполнение условия (1.10) эквивалентно тре-
бованию того, чтобы длина свободного пробега носителей l значительно 
превосходила размер области L, в которой двигается носитель. Согласно 
квантовой механике квантование возникает при периодическом движении 
частицы. Это происходит лишь в случае достаточно слабого рассеяния, 
когда частица между двумя актами рассеяния (т. е. пройдя путь длиной l) 
успевает совершить несколько периодов колебаний, или, иными словами, 
несколько раз пересечь пленку (нить, точку) от границы до границы.  

Следует отметить, что для различного типа квантово-размерных 
структур, где движение носителей ограничено некоторой малой областью 
с характерными размерами L, расстояние между уровнями размерного 

квантования пропорционально 2/1 L , то есть 

 
2

2

~
mL

En


. (1.11) 

Порядковая оценка для энергии квантовых уровней (1.11) вытекает 
из общих принципов квантовой механики (является следствием гейзен-
берговского соотношения неопределенностей) и включает формулу (1.4) в 
качестве частного случая. 

Из (1.8)–(1.11) следует, что для наблюдения квантовых размерных 
эффектов необходимы малые размеры структур, достаточно низкие 
температуры и высокие подвижности носителей, а также не слишком 
высокая их концентрация.  

Заметим, что в соответствии с требованием (1.9) металлические 
структуры мало подходят для наблюдения квантовых размерных эффек-
тов, поскольку  в типичных металлах составляет несколько электронвольт, 
что заведомо больше любых расстояний между уровнями. Полупроводни-
ковые или полуметаллические структуры здесь явно предпочтительнее. 
Полуметаллами называют вещества, обладающие температурно-
независимой (как металлы), но достаточно низкой (1017-1020 см-3)  концен-
трацией носителей (наиболее распространенными полуметаллами являют-
ся элементы V группы Bi, Sb, As). 

Еще одним важным условием, необходимым для наблюдения кван-
тования, является высокое качество поверхностей, ограничивающих дви-
жение носителей в квантовых ямах, нитях и точках. Для тонких пленок 



 
 

10

речь идет о внешней границе пленки и о границе пленки-подложки.  
Для гетероструктур роль таких поверхностей играют гетеропереходы ме-
жду различными полупроводниками. Характер отражения носителей от 
указанных границ должен быть близок к зеркальному, то есть должен 
происходить с сохранением компоненты импульса, параллельной границе. 
Если это не так, то при каждом отражении от границы частица «забывает» 
о своем состоянии до отражения, то есть на границе происходит эффек-
тивное рассеяние. При этом длина пробега становится равной L и наруша-
ется упомянутое выше условие Ll  . Для реализации зеркального отра-
жения на границах необходимо, чтобы размеры шероховатостей, неиз-
бежно существующих на любой поверхности, были меньше дебройлев-
ской длины волны носителей. Кроме того, границы не должны содержать 
высокой плотности заряженных центров, приводящих к дополнительному 
рассеянию. 
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2. ЧАСТИЦА В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЕ 
КОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ 

 

 
При выращивании пленки узкозонного полупроводника между дву-

мя слоями широкозонного материала может быть реализован рельеф по-
тенциальной энергии, показанный на рис. 2.1. В этом случае задача опре-
деления стационарных состояний движения электрона сводится к задаче о 
поведении частицы в прямоугольной потенциальной яме. При 21 UU   
говорят о потенциальной яме с асимметричными стенками, если же  

021 UU  потенциальной яме с симметричными стенками. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.1 
 
Рассмотрим  более  общий случай – случай асимметричной 

потенциальной ямы. Тогда движение частицы происходит в потенциаль-
ном поле следующего вида: 

    (2.1) 

Для определенности возьмем  (см. на рис. 2.1).  

U1 

U 

0 L z 

U0 = 0 

U2 

1 2 3 
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С учетом того, что связанные состояния частицы образуются при 
, уравнение Шредингера (1.2) в областях 1, 2 и 3 (с постоянны-

ми значениями потенциала) может быть записано в следующем виде: 

                                                 ,0" 1
2

11   0z , 

                                              0" 2
2

2   k , Lz 0 ,                                    (2.2)                

                                                 0" 3
2
23   , Lz                                                               

где 

 )(2
1

11 EUm
h

 ,  )(2
1

22 EUn
h

 ,  mE
h

k 2
1

            (2.3) 

являются действительными величинами. 
Общее решение (2.2) в каждой области имеет вид 




















.

,

,

)(
22

11

333

222

111

zz

ikzikz

zz

eBeA

eBeA

eBeA

z








    (2.4) 

Так как в силу конечности волновой функции решения ,  должны об-
ращаться в ноль при , коэффициенты  и  следует положить 
равными нулю. 

Условия непрерывности  и  на границах  записан-
ные для волновых функций (2.4), дают следующую систему уравнений:  

,221 BAB   

,2211 ikBikAB   

,2
322

LikLikL eAeBeA    

,2
3322

LikLikL eAeikBeikA     

откуда 

kLie
ik

ik

ik

ik 2

2

2

1

1














.        (2.5) 

Последнее выражение определяет значения волнового вектора k, удовле-
творяющие условиям данной задачи (точнее, параметрам L, , ). 

Подставляя в (2.5)  и  из (2.3), получим трансцендентное уравне-
ние, позволяющее найти разрешенные значения k: 
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         (2.6) 

где  нумерует разрешенные значения k в порядке их возраста-
ния (далее будем также использовать обозначение kn); значения арксинуса 
нужно брать в интервале от 0 до . 

Уравнение (2.6) определяет набор положительных значений волно-
вого вектора kn и, следовательно, возможные уровни энергии 

m

k
E n

n 2

22
                 (2.7) 

(это соотношение следует из последнего выражения в (2.3)), соответст-
вующие этим состояниям. Таким образом, энергия  частицы в потенци-
альной яме оказывается квантованной и принимает одно из разрешенных 
дискретных значений nE . Чтобы подчеркнуть это, потенциальные ямы 
(особенно узкие) часто называют квантовыми ямами (КЯ). 

Рассмотрим некоторые свойства решения уравнения (2.6) более под-
робно.  

Поскольку аргумент арксинуса не может превышать единицу, значе-

ния  не могут превышать  или . Так как , для  сущест-

вования  решения  необходимо  потребовать  выполнения неравенства  

. Таким образом, при  значения  могут лежать только в 

интервале 

                  (2.8) 

 Значения , удовлетворяющие уравнению (2.6) и условию (2.8), 
удобно находить графически. Согласно выражению (2.6) эти значения оп-
ределяются точкой пересечения прямой  

 
и кривыми  

  

(каждому n соответствует своя кривая). Прямая  и семейство 
кривых  приведены на рис. 2.2  

Каждая точка пересечения прямой  с кривыми  соответст-
вует разрешенному значению kn  и, соответственно, определя-



 
 

14

ет возможные (разрешенные) уровни энергии En (2.7). Поэтому энергия в 
потенциальной яме оказывается квантованной. 

Количество разрешенных значений k зависит от угла наклона пря-
мой , где L – тангенс угла наклона. Поэтому с уменьшением L 
число точек пересечения уменьшается и даже может стать равным нулю 
(точки пересечения отсутствуют). Из рис. 2.2 видно, что при заданном 
значении  количество точек пересечения будет равно  

, если , 

или  
 

-1, если  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.2 
 

. 

В общем случае количество разрешенных энергетических уровней 
можно оценить, используя неравенство  

0 
� �

 

�

�

�

�

� �

�

�

�

�
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.    (2.9) 

Достаточно вычислить значение выражения в фигурных скобках и найти, 
при каком целом n удовлетворяются неравенства в (2.9). Полученное зна-
чение n и будет количеством разрешенных значений k. 

Из условия (2.9) следует, что число разрешенных уровней n зависит 
от   и ширины ямы L. В частности можно показать, что при  
(симметричная яма) существует хотя бы одно разрешенное состояние 
( ); а при  (асимметричная яма) всегда найдутся столь малые 

значения , для которых в потенциальной яме не будет ни одного 

разрешенного уровня энергии.  
Таким образом, симметричная одномерная потенциальная яма с про-

извольными значениями L и  всегда имеет не менее од-
ного связанного состояния (разрешенного значения энергии частицы). Бо-
лее того, если в случае произвольного одномерного потенциала асимпто-
тические  значения  и между ними находится один мини-
мум, то всегда имеется, по крайней мере, одно связанное состояние. 

В ассиметричной потенциальной яме, в том числе в случае произ-
вольного одномерного потенциала при  , связанного состоя-
ния может и не быть.  

В случае двух и трех измерений в неглубоких узких потенциальных 
ямах связанных состояний может и не быть даже при  , то 
есть частица не будет «захватываться» ямой. 

Следует отметить, что согласно законам классической механики час-
тица может «захватываться» и совершать финитное движение в любой по-
тенциальной яме, лишь бы энергия частицы была достаточно мала. 

Волновые функции  частицы в яме имеют вид аналогичный слу-
чаю потенциальной ямы с бесконечно высокими стенками (рис. 2.3). Их 
можно разделить на четные (имеют четное количество узлов – нулей 
функции) и нечетные (имеют нечетное количество узлов, меняют знак 
при отображении относительно среднего узла). Рассмотрим некоторые со-
отношения, полученные на основе решения (2.9), которые позволяют сде-
лать практические оценки. 
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Рис. 2.3 

 
Волновые функции на краях потенциальной ямы принимают  

значения:   

      (2.10) 

где 

                   (2.11) 

представляет собой эффективную длину области локализации частицы с 
энергией  и отражает тот факт, что частица, преимущественно локали-
зованная внутри потенциальной ямы, все же проникает в области барьеров 
( ). Действительно, так как общее решение уравнений (2.2) имеет 

вид  

        (2.12) 

волновая функция в точках наблюдения за пределами ямы не обращается 
тождественно в ноль (так же как и на стенах ямы в (2.10)), хотя при 

 экспоненциально стремится к нулю. Особенности поведения вол-
новой функции (2.12) в области барьеров хорошо видны на рис. 2.3.  
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3. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ СОСТОЯНИЯ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 

 ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЕ СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 

 

 
Возможность получения слоев с произвольным профилем изменения 

состава позволила для улучшения характеристик приборов использовать 
структуры с квантовой ямой сложной формы. Так, для создания нового 
поколения резонансно-туннельных диодов, гетеролазеров с разделенным 
электронным и оптическим ограничением применяются структуры с пря-
моугольными квантовыми ямами, в центре которых имеется дополнитель-
ный потенциальный провал (рис. 3.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.1 
 
Пусть потенциальная функция имеет следующий вид (см. рис. 3.1): 

        (3.1) 

V0 

U 

0 
z d 

U0 

4 1 5 2 3 

l 
-l -d 



 
 

18

Учтем, что провал получен изменением материала и, следовательно, 
в области провала ( ) эффективная масса электрона  может 
отличаться от эффективной массы  в прилежащих областях 
( ). 

В случае, когда эффективная масса зависит от координаты, одно-
мерное уравнение Шредингера может быть представлено в следующем 
виде:  

 .    (3.2) 

Сначала рассмотрим влияние дополнительного провала на энергети-
ческий спектр квантовой ямы с бесконечно высокими стенками, когда 

.  
В этом случае для областей 1 и 3 ( ) уравнение (3.2) прини-

мает вид 

 .           (3.3) 

Для области 2 ( ) имеем 

 .               (3.4) 

Для областей 4 и 5 ( ) , так как . 

Найдем положение разрешенных энергетических уровней для E > 0 
(то есть попадающих в широкую часть квантовой ямы ). В этом 
случае , и волновая функция во всех трех областях 1, 2, 3 может 
быть представлена в виде 

   ( ),        (3.5) 

где 

  ,           (3.6) 

Для нахождения коэффициентов  и , как обычно, воспользуемся усло-

виями, обеспечивающими непрерывность волновой функции (непрерыв-
ность плотности частиц) и плотности потока частиц. При  имеем 
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 . 

Кроме того, так как стенки квантовой ямы бесконечно высокие, при   

. 

Используя эти граничные условия, получим два уравнения:  

,      (3.7) 

,      (3.8) 

которые определяют разрешенные k, а следовательно, и . Формула (3.7) 
определяет разрешенные значения для четных состояний (не изменяющих 
знак при замене ), а (3.8) – для нечетных состояний (изменяющих 
знак при замене ). 

Анализ выражений (3.7) и (3.8) позволяет выявить влияние провала и 
различия эффективных масс на положение разрешенных уровней энергии.  

Так, для основного (нижнего) четного состояния из формулы (3.7) 
получаем уравнение 

.       (3.9) 

Анализ (3.9) показывает, что 
1) уменьшение эффективной массы  сдвигает разрешенный уро-

вень энергии в область больших энергий (то есть повышает его);  
2) увеличение ширины d и глубины  провала понижает разрешен-

ный уровень энергии;  
3) результирующее смещение уровня энергии определяется суперпо-

зицией данных эффектов, при этом влияние эффективной массы  обыч-
но слабее, чем влияние параметров провала.  

Таким образом, увеличивая ширину d и глубину  провала, можно 
«затянуть» основной четный уровень из широкой части квантовой ямы в 
провал. «Втягиванию» основного четного уровня в провал способствует 
также увеличение  или . 

Рассмотрим влияние параметров системы на положение первого воз-
бужденного (нечетного) состояния. Как следует из формулы (3.8),  

.      (3.10) 
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Анализ (3.10) показывает, что в данном случае 
1) уменьшение  увеличивает (поднимает) разрешенное значение 

энергии;  
2) увеличение d и  уменьшает разрешенный уровень энергии; 
3) влияние глубины  провала слабее, чем влияние эффективной 

массы .  
Таким образом, энергия частицы более «чувствительна» к наличию и 

величине провала в основном состоянии, а в первом возбужденном со-
стоянии – к значению эффективной массы . 

В результате оказывается, что можно создать структуру, у которой 
наличие слоя с меньшей эффективной массой приведет к понижению 
энергии основного и повышению энергии возбужденного состояния, то 
есть энергетический зазор между этими уровнями станет больше, чем в 
случае простой квантовой ямы, что, например, используют для увеличе-
ния контрастности ВАХ (вольт-амперная характеристика) резонансно-
туннельных диодов. 

На практике имеют дело с потенциальными ямами со стенками ко-
нечной высоты. Анализ показывает, что понижение высоты стенок  
квантовой ямы уменьшает значение разрешенных уровней энергии как 
для основного четного, так и для первого возбужденного состояния. Та-
кому понижению способствует и увеличение  (эффективной массы в 
области барьеров – сред 4 и 5). 

Для рассматриваемой квантовой ямы с прямоугольными стенками 
сложной формы условие существования основного четного уровня в ши-
рокой части потенциальной ямы имеет следующий вид: 

           (3.11) 

Оценки показывают, что, например, для структуры, у которой барье-
ры изготовлены из AlAs, широкая часть квантовой ямы – из твердого рас-

твора , провал – из InAs с параметрами эВV 32.10  , эВU 24.00  , 
, , , , , уровни 

основного и первого возбужденного состояний равны соответственно 0.09 
эВ и 1.22 эВ. Для аналогичной структуры без провала эти же уровни соот-
ветствуют значениям 0.22 эВ и 0.94 эВ. Таким образом, наличие провала 
может изменять положение уровней на несколько десятых электрон-вольт. 
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4. РАССЕЯНИЕ ЧАСТИЦ НА ПОТЕНЦИАЛЬНОМ РЕЛЬЕФЕ 

 

 
Рассмотрим такую систему, в которой частицы, испускаемые неким 

источником, удаленным на большое расстояние, рассеиваются на той или 
иной преграде (потенциальном рельефе), уходя после этого в бесконеч-
ность. Исследуем условия, от которых зависит поведение частиц в такой 
системе. 

Сначала приведем хорошо известные результаты решения задачи о 
рассеянии частицы на потенциальном рельефе с большим масштабом не-
однородности – потенциальной ступеньке (прямоугольном потенциаль-
ном барьере бесконечной ширины) высотой  (рис. 4.1): 

           (4.1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4.1 

 
Поскольку задача стационарная (высота барьера не зависит от вре-

мени), отыскание состояний движения частицы сводится к решению ста-
ционарного уравнения Шредингера (1.2). Характер решения этого уравне-
ния определяется соотношением между энергией падающей частицы , 
задаваемой источником, и высотой потенциальной ступеньки . 

 

U 

0 z 

U0 

E, U 

1 2 

E 
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В случае  общее решение для волновой функции имеет вид 

        (4.2) 

где  – амплитуда падающей волны,  – амплитуда проходящей волны, 
 – амплитуда отраженной волны, 

,                 (4.3) 

являются действительными величинами. Используя условия непрерывно-
сти волновой функции и сохранения потока частиц на границе двух об-
ластей (в точке ),   

,  , 

можно получить следующие соотношения: 

,         (4.4) 

Физический интерес представляют коэффициенты прохождения D и 
отражения R, определяемые отношением плотностей потоков прошед-
ших и отраженных частиц к плотности потока падающих частиц. Эти ко-
эффициенты могут быть рассчитаны, если известны соотношения между 
амплитудами падающей, отраженной и проходящей волн: 

,  .     (4.5) 

При  этом  согласно  закону  сохранения  частиц   всегда  выполняется  
равенство 

 .      (4.6) 

В рассматриваемом случае из (4.4) и (4.5) следует, что 

            (4.7) 

Расчет показывает, что при  , то есть имеется конечная 
вероятность отражения частицы от потенциального барьера (надбарьерное 
отражение). Полученный результат сильно отличается от классического: 
в классической механике частица, обладающая энергией , всегда 
проникает в область 2. 

Отметим, что при заданной энергии налетающей частицы  вы-
ражения (4.7) инвариантны относительно перестановки индексов 1 и 2 и, 
следовательно, не зависят от направления движения частиц. Поэтому час-



 
 

23

тицы, движущиеся к барьеру слева, имеют такую же вероятность отра-
зиться от него, что и частицы с той же энергией, движущиеся к барьеру 
справа. При этом вероятности отражения и прохождения определяются 
только отношением  .   

В случае, когда энергия налетающей частицы , характер ре-
шения уравнения Шредингера радикально меняется: волновая функция в 
области потенциального барьера экспоненциально затухает с ростом . 
Общее решение для волновой функции имеет вид 

        (4.8) 

где 

 .      (4.9) 

«Сшивая» волновые функции (4.8) и их производные на границе , 
получим 

, .              (4.10) 

В этом случае 

 R = 1, D = 0.            (4.11) 

Таким образом, при  все частицы отражаются от потенциаль-
ной ступеньки так, что в области 2 поток частиц отсутствует.  

Однако в области 2 вблизи границы раздела волновая функция от-
лична от нуля, то есть имеется определенная, хотя и малая, вероятность 
обнаружить частицу внутри потенциального барьера, убывающая с увели-
чением z:  

.             (4.12) 

Эффективная глубина проникновения под барьер, на которой вероятность 
обнаружения частицы (4.12) еще заметно отлична от нуля, имеет порядок 
величины . 

В реальной физической ситуации часто происходит рассеяние час-
тицы на потенциальном рельефе с малым масштабом неоднородности – 
потенциальном барьере конечной ширины. Найдем коэффициенты отра-
жения и прохождения при движении частицы через прямоугольный по-
тенциальный барьер ширины L и высоты  (рис. 4.2). 

В случае  решение уравнения Шредингера для трех об-
ластей (1, 2 и 3) имеет следующий вид: 
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         (4.13) 

где 

,  ,               (4.14) 

являются действительными величинами. При записи уравнений (4.14) уч-
тено, что в области 3 нет источников частиц и рассеивающих центров, то 
есть  распространяется только прошедшая волна.  

 

 
 

Рис. 4.2 
 
Взаимосвязь амплитуд волн в (4.13) найдем из системы линейных 

алгебраических уравнений, полученной с использованием условия непре-
рывности волновой функции и ее первой производной на границе облас-
тей. Так, при z = 0 имеем 

, ,           (4.15) 

при z = L 

,       (4.16) 
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 Решив систему уравнений (4.15), (4.16), для асимметричного барье-
ра (рис. 4.2) получим следующие выражения для коэффициентов отраже-
ния и прохождения:  

,  ,   (4.17) 

где 

      (4.18) 

Отсюда для случая симметричного барьера (рис. 4.3), когда , 
то есть , запишем  

,    ,     (4.19) 

где . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.3 
 
 
Анализ выражений (4.17), (4.19) показывает, что в случае барьера 

конечной ширины и высоты имеется конечная вероятность частице прой-
ти под барьером ( ). Последнее абсолютно невозможно в классиче-
ском случае, так как при  формально значение кинетической энер-
гии  становится отрицательным. Проникновение частицы с 

U 

0 z 

U0 

E, U 

1 2 

E 
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энергией  через потенциальный барьер – чисто квантово-
механический эффект. Это явление получило название туннельный эф-
фект. 

Отметим, что коэффициенты R и D симметричны по индексам 1 и 3. 
Это означает, что проницаемость барьера одинакова для потоков, падаю-
щих на барьер слева и справа.  
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5. ОСОБЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ   
НАД  ПОТЕНЦИАЛЬНЫМ РЕЛЬЕФОМ 

 
Интерференционные эффекты при надбарьерном пролете частиц 

 
Рассмотрим особенности прохождения частиц над прямоугольным 

потенциальным барьером (рис. 4.2), когда . В этом случае реше-
ние уравнение Шредингера для областей 1, 2 и 3 будет иметь вид  

,  , 

                                                  
где 

,  ,   .         (5.1) 

Тогда в случае асимметричного барьера 

,    ,           (5.2) 

где 

 .          (5.3) 

Заметим, что выражения (5.2), (5.3) переходят в (4.17), (4.18), если учесть, 
что . 

В случае симметричного барьера (рис. 4.3), когда  и, следова-
тельно, , выражения (5.2), (5.3) упрощаются: 

,    .           (5.4) 

Согласно выражениям (5.4) в общем случае при прохождении частиц 
над потенциальным барьером вероятность отражения не равна нулю, то 
есть имеет место надбарьерное отражение.  Надбарьерное отражение 
служит одним из простейших примеров проявления квантовых размерных 
эффектов. 

Из (5.3), (5.4) следует, что при изменении энергии частицы E будут 
наблюдаться осцилляции коэффициентов прохождения D и отражения R. 
При этом, когда , то , и наоборот. Зависимости коэффи-
циента прохождения над симметричным потенциальным барьером от 
энергии  частицы показаны на рис. 5.1 
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Рис. 5.1 
 
 
Период осцилляций D и R соответствует условию 

 
или 

.                  (5.5) 

Заметим, что при выполнении условия (5.5) , . Введем 
обозначение . С учетом (5.1) и (5.5) получим:  

          (5.6) 

(что совпадает с выражением (1.4) для энергии частиц в яме с бесконечно 
высокими стенками). Таким образом, частицы будут беспрепятственно 
проходить над прямоугольным потенциальным барьером при «резонанс-
ных» значениях энергии (5.6). 
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Минимальные значения  и соответствующие им значения 
 можно приближенно оценить из условия  

. 

Отсюда 

 ,       (5.7) 

 .               (5.8) 

С ростом номера n и уменьшением ширины L величина  быстро 
возрастает, так что осцилляции  становятся менее выраженными. 
Увеличение высоты барьера , напротив, уменьшает , увеличивая 
амплитуду осцилляций (рис. 5.1), при этом соответствующие «антирезо-
нансные» значения  остаются постоянными. 

Сделанные выводы справедливы и в случае несимметричного барье-
ра. Однако при этом значение   будет меньше единицы, поэтому все 
эффекты выражены слабее. 

Исходя из аналогии с классической физикой надбарьерное отраже-
ние следует отнести к интерференционным эффектам, возникающим для 
дебройлевских волн, взаимодействующим с границами раздела областей с 
разным потенциалом. Именно интерференционные эффекты приводят к 
квазипериодической осцилляции коэффициентов отражения R и прохож-
дения D частиц при изменении их энергии E или параметров барьера. От-
метим также, что вследствие интерференции дебройлевских волн, отра-
женных от границ барьера, существуют избранные значения энергии, при 
которых амплитуда волновой функции в области барьера будет больше, 
чем в других областях. 

В реальных полупроводниковых структурах над барьером могут 
проходить лишь «горячие» электроны, поэтому наблюдать и тем более ис-
следовать на практике квантовые осцилляции  вероятности надбарьерного 
прохождения носителей заряда достаточно трудно. Усиление эффекта за 
счет более высоких барьеров требует соответствующего повышения энер-
гии электронов. Кроме того, уменьшение коэффициента прохождения при 
увеличении энергии электронов, которое в принципе могло бы привести к 
появлению падающего участка на ВАХ структуры, реально оказывается 
либо малым, либо происходит на интервале энергий 0,03 – 0,05 эВ, срав-
нимом с тепловым разбросом при комнатной температуре, и поэтому при 
температурах выше комнатной сильно размыто. 
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Особенности движения частиц над потенциальной ямой 
 

Когда энергия налетающей частицы превосходит высоту стенок по-
тенциальной ямы (рис. 2.1), то есть , как и в случае движения 
над потенциальным барьером возможны отражение частиц от областей с 
резким изменением потенциала (от краев потенциальной ямы) и даже 
своеобразный резонансный захват частиц. 

В областях 1 и 2 (см. рис. 2.1) решение уравнение Шредингера имеет 
вид 

,   

где 

,   

В области 3 решение имеет вид «уходящей» от ямы волны 

, 

где 

 
Для вычисления коэффициентов прохождения и отражения надо вы-

разить амплитуды  и  через амплитуду падающей волны . Для этого 
используем условия непрерывности волновой функции и потока частиц 
при  и .  

В результате для асимметричной потенциальной ямы получим 

  ,    ,                (5.9) 

где 

.           (5.10) 

Для симметричной ямы, когда , ,  

,    .           (5.11) 

Заметим, что по виду выражения (5.9) – (5.11) совпадают с выраже-
ниями  (5.2) – (5.4) для прохождения частицы над потенциальным  
барьером. 

Из (5.9) следует, что при прохождении частиц над потенциальной 
ямой, как и в случае потенциального барьера, коэффициент прохождения 
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осциллирует с увеличением энергии частицы (рис. 5.2). В обоих случаях 
осцилляции имеют одну и ту же физическую природу дебройлевских 
волн, отраженных от скачков потенциала на границах барьера или ямы. 
Но имеются и различия: при равных значениях ширины L и скачков по-
тенциала  барьера или ямы размах (амплитуда) осцилляций коэффи-
циента D при прохождении частиц над барьером больше, чем при прохо-
ждении над ямой. 

На первый взгляд движение электронов над потенциальной ямой в 
реальных полупроводниковых структурах оказывается еще менее пригод-
ным для наблюдения и использования осцилляций коэффициента прохож-
дения. Однако в данном случае заметные осцилляции могут наблюдаться 
при сравнительно небольших энергиях частицы, что улучшает условия их 
наблюдения. 

 

 
 

Рис. 5.2 
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6. ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦ В ДВУХБАРЬЕРНЫХ КВАНТОВЫХ 

СТРУКТУРАХ 
 

 
Современные технологические методы позволяют создавать много-

слойные полупроводниковые гетероструктуры с толщиной слоя в 1–10 нм 
и сложным потенциальным профилем. В таких системах возможно на-
правленное регулирование энергетического спектра и скорости рассеяния 
электронов с помощью изменения не только формы квантовых ям, но и 
связи между ними. Структуры со связанными квантовыми ямами стали 
основой многих электронных и оптоэлектронных приборов. На их основе 
созданы лазеры инфракрасного диапазона, приемники инфракрасного из-
лучения, быстродействующие транзисторы. Подчеркнем, что интерес к 
двухбарьерным квантовым структурам обусловлен малой инерционно-
стью процесса резонансного туннелирования в них (характерное время 
туннелирования порядка c), а следовательно, перспективами созда-
ния высокоточных приборов, работающих в терагерцевом диапазоне час-
тот, и цифровых приборов со временем переключения менее 1 с. 

Пусть на двухбарьерную структуру (см. рис. 6.1) в положительном 
направлении оси z падают частицы с энергией E. Найдем коэффициенты 
отражения  и прохождения  через структуру, не решая уравнение Шре-
дингера, а рассматривая многократные переотражения волн от барьеров.  

 
Рис. 6.1 
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Амплитуды отражения  и прохождения  для первого и второго 

барьеров соответственно будем считать известными из решения задачи об 
изолированном потенциальном барьере конечной ширины. Учитывая, что 
фазовый набег дебройлевской волны при распространении от одного 
барьера до другого равен kL, где L – расстояние между барьерами, 



mE
k

2


 

– волновой вектор падающей частицы, и суммируя получившиеся геомет-
рические прогрессии, получим: 
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                                                                                                                      (6.1) 
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                                                                                                                      (6.2) 

Обозначим . Тогда коэффициент прохождения  налетаю-

щих на двухбарьерную структуру частиц  можно представить в 
следующем виде: 

 )2cos(21 2121
2

21

2
2

2
1

 


kLrrrr

dd
D

. 
 (6.3) 

Из последнего выражения следует, что при условии 

1)2cos( 21  kL , 

то есть при  
        (n = 0, 1, 2, …)    (6.4) 

коэффициент прохождения принимает максимально возможное значение 
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 2

21

2
2

2
1

max
1 rr

dd
D


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 (6.5) 

Для достаточно толстых барьеров  малы, поэтому 

 2
11

2
2,12

2,12,1

d
dr  , (6.6) 

то есть коэффициенты отражения изолированных барьеров близки по мо-
дулю к единице. Подставляя последнее выражение в (6.5), получим 

  
 22
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 (6.7) 

где  

 m

k
E n

n 2

22
 , 

 
 (6.8) 

nk  задано выражением (6.4).  
В частном случае, при  (например, барьеры одинаковы) из 

(6.7) следует . Так как число частиц при рассеянии на барьере со-

храняется, .  

Это и есть эффект резонансного туннелирования, когда при опреде-
ленной энергии налетающей частицы система барьеров оказывается «про-
зрачной». Заметим, что эффект резонансного туннелирования является 
эффектом «коллективным», так как проницаемости изолированных барье-

ров малы: . Механизм резонансного туннелирования та-

ков: из-за интерференции дебройлевских волн снаружи от системы барье-
ров остаются лишь падающая и прошедшая волны, а обратная (отражен-
ная) волна почти полностью гасится. 

Объясним резонансное туннелирование с точки зрения квантовой 
механики. С этой целью рассмотрим волну де Бройля в яме между барье-
рами: 

,
  

  (6.9) 

где  
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Здесь заложено предположение, что амплитуда падающей волны равна 
единице. Из формул (6.10), (6.11) с учетом (6.6) можно получить, что при 

 (6.4) (условие максимальной прозрачности двухбарьерной структу-
ры)  
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откуда для случая одинаковых барьеров  следует 

1
1

1


d

BA . 

Таким образом, амплитуда волновой функции внутри ямы (6.9) значи-
тельно больше, чем вне двухбарьерной структуры. С точки зрения класси-
ческой механики это равносильно тому, что частица задерживается в яме 
на большой промежуток времени и многократно ударяется о барьеры, 
вследствие чего многократно возрастает вероятность его туннелирования 
из ямы. 

Более строгий подход к описанию движения носителей заряда в 
двухбарьерной структуре дает следующее выражение для коэффициента 
прохождения носителей с энергией E, близкой к :  
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то есть коэффициент прохождения имеет лоренцевскую форму зависимо-
сти от энергии налетающих частиц, где  
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kkdd Re
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– время релаксации квазистационарного состояния с номером n (  и  на 
самом деле комплексные величины, что указывает на отсутствие стацио-
нарных состояний частицы в яме между барьерами); 

 n

n
n

Lm

k
~

Re
  (6.14) 

– частота ударов о барьеры;  
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Для нижнего уровня ( ) в структуре, содержащей слои  и 
, при  эВ, , ,  

оказывается, что , а при . 
В реальных структурах необходимо учитывать рассеяние электронов 

на примесях, дефектах, фононах и т.д. Процессы рассеяния нарушают ко-
герентность электронных волн и условия их интерференции, что приводит 
к так называемому столкновительному (релаксационному) уширению 
уровней электрона. Вклад процессов рассеяния в величину энергетическо-
го уровня  принято обозначать p  (  соответствует отсутствию 

уширения уровня). Время релаксации  возрастает с уменьшением кон-

центрации примесей и дефектов, а так же с понижением температуры. Для  
чистого при     c, при     c, при  

   c. 

Оказывается, если учесть рассеяние электронов , то даже 

при  максимальное значение , но оно тем ближе к 1, чем 
больше отношение np  .  

Флуктуации толщины и состава барьерных слоев приводят к разли-
чию значений  (резонансных уровней энергии) на различных участках 
двухбарьерной структуры, что в свою очередь уменьшает полный резо-
нансный ток частиц с заданной энергией. Поэтому требование высокой 
степени идентичности и однородности барьерных слоев является сущест-
венным при  изготовлении резонансных туннельных полупроводниковых 
гетероструктур и приборов на их основе. 
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ВОПРОСЫ И ЗАДАЧИ 

 
1. Получить оценку предельной ширины полупроводниковой кван-

товой ямы, при которой возможно наблюдение квантово-размерных явле-
ний для электронов с эффективной массой  и подвижностью 

 см2/B·c. 
 
 
2. Является ли оправданным приближение бесконечно глубокой ямы 

в случае квантовой ямы шириной  м, образованной в структуре  
AlGaAs – GaAs – AlGaAs, если  , ? 
 
 
3. Показать, что в симметричной  квантовой яме всегда существует 

хотя бы одно разрешенное состояние. 
 
 
4. Показать, что в узких асимметричных квантовых ямах не всегда 

могут существовать связанные состояния. 
 
 
5. Частица находится в асимметричной квантовой яме шириной L, 

причем ее энергия . Показать, что в этих условиях для оценки 
разрешенных значений волнового числа частицы может применяться 
формула , где  в первом при-

ближении. 
 
 
6. Рассчитать эффективную длину области локализации частицы в 

квантовой яме, параметры которой приведены в условии задачи № 2. Как 
изменится искомая величина, если ширина квантовой ямы будет умень-
шена в 10 раз?  

 
 
7. Показать, что в случае симметричной потенциальной ямы при ус-

ловии (мелкая яма) значение единственного дискретного энер-

гетического уровня составляет . 
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8. Найти условия, при которых уравнения (3.9), (3.10) переходят в 

известные выражения для прямоугольной потенциальной ямы. 
 
 
9. Исследовать условие существования основного четного уровня в 

широкой части потенциальной ямы с прямоугольными стенками сложной 
формы (3.11) при . 

 
 
10. Построить график зависимости , где R – коэффициент 

отражения частицы с энергией E от потенциальной ступеньки высотой . 
 
 
11. Частица массы m налетает на прямоугольный потенциальный 

барьер (см. рис. ниже). Найти вероятность прохождения частицы с энер-
гией E сквозь этот барьер, если а) , б) . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

U 

0 z 

U1 

E, U 

E 

U2 

L 
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12. Частица массы m налетает на прямоугольный потенциальный 
барьер (см. рис. ниже). Найти вероятность прохождения частицы с энер-
гией E сквозь этот барьер, если а) , б) . 

 

 
 

 
 
13. Построить график зависимости , где R – коэффициент 

отражения частицы с энергией E от симметричного потенциального барь-
ера высотой . 

 
 
14. Исследовать зависимость  от величины , где R – коэффициент 

отражения частицы с энергией E от асимметричного потенциального 
барьера, при одновременном выполнении условий , 

. 

 
 
15. Определить значения , для которых коэффициент прохождения 

частицы через двухбарьерную структуру (см. рис. 6.1) из абсолютно оди-
наковых достаточно толстых барьеров принимает минимально возможное 
значение . Чему равно  ? 
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