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ВВЕДЕНИЕ 
 

Методы прочностных расчетов конструкций формировались с разви-

тием строительной механики стержневых систем, пластин и оболочек. Ис-

торию развития строительной механики делят на два периода: до появле-

ния вычислительных машин – это классическая строительная механика 

стержневых систем и после появления вычислительных машин. ЭВМ зна-

чительно расширила рамки строительной механики. Проявилось преиму-

щество метода перемещений и стало возможным применение методов 

расчета, которые позволяют более полно учитывать геометрию и условия 

работы конструкций. Сформировалось новое направление: вычислитель-

ная механика деформируемого твердого тела.    

Применительно к расчету конструкций наиболее эффективным, очень 

удобным вычислительным методом решения прикладных задач механики 

деформируемого твердого тела является метод конечных элементов 

(МКЭ). МКЭ стал фундаментальным методом механики по определению 

напряженно-деформированного состояния сложных инженерных конст-

рукций.  

Преимущество МКЭ проявляется в его универсальности техники вы-

числений при использовании различных конечных элементов (КЭ) в моде-

ли конструкции. МКЭ позволяет рассчитывать сложные инженерные кон-

струкции с единых позиций, т. е. в возможности образования плоских и 

пространственных расчетных моделей на основе стержневых и плоских 

КЭ, так как матричный аппарат метода носит стандартный характер для 

КЭ различной формы.  

При выполнении расчетно-графических работ содержательная часть 

(составление исходных матриц и векторов) выполняется студентами вруч-

ную, а механическая (арифметические операции) – ЭВМ. Для выполнения 

арифметических операций используется программа для инженерных и на-

учных расчетов Exell. Далее расчет этот же задачи выполняется только с 

использованием программы для ЭВМ с предоставлением табуляграммы 

расчета. 
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1. ОСНОВНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ МКЭ 

 

Процедура расчета МКЭ в форме перемещений заключается в сле-

дующем. Конструкция, с учетом ее геометрии, разбивается на некоторое 

количество КЭ, которые связаны между собой узловыми точками (узла-

ми), расположенными на их границах. Расчетная схема задачи, смодели-

рованная таким образом совокупностью КЭ, рассматривается как дискрет-

ная, нагруженная узловыми силами, которые статически эквивалентны 

действующим на элемент распределенным нагрузкам и граничным напря-

жениям.  

Согласно принципам расчета дискретных систем перемещения внутри 

каждого КЭ определяются через перемещения принадлежащих ему узлов. 

Для этого необходимо задать характер поля перемещений внутри элемента 

с помощью функций перемещений. Функции перемещений позволяют ап-

проксимировать перемещения внутри элемента по известным узловым пе-

ремещениям. Аппроксимирующие функции перемещений должны быть 

выбраны таким образом, чтобы удовлетворять требованиям непрерывно-

сти перемещений между смежными элементами.  

Выбор функций перемещений играет важную роль в МКЭ, так как на-

пряженное и деформированное состояния элемента определяются его уз-

ловыми перемещениями.  

Полная энергия П системы (конструкции) представляется как функция 

m неизвестных узловых перемещений z 0
i , где m – число степеней свободы 

всех узлов конструкции. Согласно вариационному принципу Лагранжа 

возможно образование системы m линейных алгебраических уравнений 

задачи 

0
0





iz

П
. 

В результате решения системы линейных алгебраических уравнений 

равновесия определяются искомые узловые перемещения.  

При расчете МКЭ кинематически неопределимых систем наибольшее 

распространение получила следующая матричная зависимость определе-
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ния вектора внутренних узловых сил конструкции в общей системе коор-

динат X 0 Y 0 Z 0 : 

{S 0
к } = [K 0

к ] [A] ([A] Т [K 0
к ] [A])-1 {P 0 } = 

                                         = [K 0
к ] [A] {Z 0 },                                                    

где {S 0
к } – вектор внутренних узловых сил конструкции, состоящий из 

блоков (клеток) векторов внутренних узловых сил КЭ {S 0
r };  

        [K 0
к ] – квазидиагональная матрица жесткости конструкции, состоящая 

из блоков матриц жесткости КЭ [K 0
r ] в общей системе координат;  

        [A] – матрица соответствий (связи узлов) конструкции, состоящая из 

блоков матриц соответствий КЭ [Ar];  

       {P 0 } – вектор узловой нагрузки конструкции;  

       {Z 0 } – вектор узловых перемещений конструкции.                

Общие оси координат X 0 , Y 0 , Z 0  задаются для всей конструкции. Об-

щая система координат остается неподвижной в процессе деформации 

конструкции и перемещения узлов сопряжения стержней определяются 

относительно указанных осей. В основном общая система координат ис-

пользуется при выводе уравнений для всей конструкции (разрешающая 

система уравнений равновесия).  

Местные оси координат X, Y, Z связаны с определенными КЭ. Так как 

КЭ различным образом ориентированы друг относительно друга, то мест-

ные оси координат также различно ориентированы, т. е. у каждого КЭ своя 

система координат XYZ. Местная система координат используется в урав-

нениях для отдельных КЭ.  

Соотношения между силами и перемещениями в МКЭ представляют 

собой уравнения жесткости (статические уравнения метода перемещений 

в строительной механике).  

Уравнения жесткости для КЭ являются линейными алгебраическими 

уравнениями равновесия, которые имеют место в любой системе коорди-

нат и записываются в виде  

[Kr] {Zr} = {Pr}, 

где [Kr] – матрица жесткости r-го КЭ; 
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{Zr} – вектор узловых перемещений КЭ; 

{Pr} – вектор узловой нагрузки КЭ. 

Элементы матрицы жесткости КЭ представляют собой реакции в узлах 

КЭ от единичных перемещений. Так как у стержня два узла, то векторы 

узловых перемещений и узловой нагрузки КЭ будут содержать по два со-

ответствующих вектора перемещений {Z} и сил {P} начала i и конца j 

стержня, т. е.  

 









j

i

r Z

Z
Z ,      










j

i

r P

P
P . 

Элементы вектора перемещений КЭ преобразуются из местной систе-

мы координат XYZ в общую систему координат X 0 Y 0 Z 0 с помощью матри-

цы ортогонального преобразования координат [Tr], состоящую из подмат-

риц направляющих косинусов:  

                                                  {Zr} = [Tr] {Z 0
r }.                                           (1.1) 

Так как в любой системе координат элементы узловых сил совершают 

одинаковую работу, то 

{P 0
r }

Т {Z 0
r } = {Pr} Т {Zr}, 

тогда получим 

{P 0
r }

Т {Z 0
r } = {Pr} Т [Tr] {Z 0

r }, 

откуда 

{P 0
r }

Т = {Pr} Т [Tr], 

или 

                                                  {P 0
r } = [Tr] Т {Pr}.                                         (1.2) 

Из преобразования перемещений (1.1) следует преобразование сил 

(1.2). Эти преобразования называются контраградиентными. 

Так как в местной системе координат уравнения равновесия КЭ 

{Рr} = [Kr] {Zr}, 

то преобразование матрицы [Kr] жесткости КЭ, вычисленной в местной 

системе координат, в общую систему координат выполняется следующим 

образом.  

Согласно выражениям (1.1) и (1.2) получим 
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{P 0
r } = [Tr] Т [Kr] [Tr] {Z 0

r }, 

или 

{P 0
r } = [K 0

r ] {Z 0
r }, 

где [K 0
r ] – матрица жесткости КЭ в общей системе координат: 

                                               [K 0
r ] = [Tr] Т [Kr] [Tr].                                        

Таким образом, преобразование матрицы жесткости КЭ из местной 

системы координат XYZ в общую систему координат X 0 Y 0 Z 0  выполняется 

с помощью матрицы ортогонального преобразования координат КЭ [Тr], 

которая определяется из принятой зависимости (1.1). Это преобразование 

матрицы [Kr] из местной системы координат в матрицу [K 0
r ] в общей сис-

теме координат называется конгруэнтным.  

Матрица жесткости конструкции вычисляется по формуле 

                                               [K 0 ] = [А] Т [K 0
к ] [A].                                      

Квазидиагональная матрица жесткости конструкции [K 0
к ] представля-

ет собой следующую матрицу: 
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,                                    (1.3) 

 

где n – число КЭ в расчетной схеме конструкции;  

Матрица соответствий конструкции [A] содержит топологическую 

информацию, указывающую адрес, по которому должны быть распреде-

лены элементы матриц жесткости [K 0
r ] всех КЭ на поле матрицы [K 0 ] же-

сткости конструкции:  
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где [Ar] – матрица соответствий КЭ, число строк которой равно числу сте-

пеней свободы узлов КЭ, а число столбцов равно числу степеней свободы 

узлов расчетной схемы конструкции.  

Матрица соответствий r-го элемента [Ar] – булева матрица (целочис-

ленная, т. е. элементы матрицы принимают только два значения: 0 и 1), 

которой задается топологическая информация степеней свободы узлов     

r-го КЭ на поле матрицы жесткости конструкции. 

Строки матрицы – это номера степеней свободы узлов КЭ, а столбцы – 

это номера степеней свободы узлов конструкции. На пересечении соответ-

ствующих номеров строк и столбцов матрицы соответствий КЭ (конст-

рукции) ставится единица, а остальные элементы матрицы нулевые.  

Например, число степеней свободы n в расчетной схеме фермы, тогда 

для КЭ с двумя степенями свободы в каждом узле и с номерами узлов в 

расчетной схеме конструкции 1, 3 матрица соответствий [Ar] r-го КЭ фор-

мируется следующим образом: 
 

     Номера степеней свободы конструкции   

                   1    2    3   4    5    6   …   n 

     

6

5

2

1

0100000

0010000

0000010

0000001





























rA   Номера степеней свободы КЭ     

Для возможности решения системы уравнений равновесия необходи-

мо в матрице жесткости конструкции [K 0 ] исключить зависимые уравне-

ния соответствующие условиям кинематического закрепления задачи, т. е. 

опорам, и получить, тем самым, матрицу коэффициентов системы уравне-

ний равновесия [K 0
* ]. 

Однако желательно, чтобы порядок матрицы жесткости конструкции 

[K 0 ] был равен порядку матрицы коэффициентов системы уравнений [K 0
* ], 

т. е. никакие строки и столбцы матрицы жесткости [K 0 ] не должны ис-

ключаться при преобразовании ее в матрицу коэффициентов системы 

уравнений [K 0
* ]. Для преобразования матрицы жесткости конструкции       
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в матрицу коэффициентов системы уравнений равновесия применяются 

способы, аналогичные преобразованиям при решении задачи, для которой 

заданы перемещения.  

Например, при известном перемещении, положим 0

1Z , элементы 

первой строки и первого столбца матрицы [K 0 ] жесткости конструкции 

становятся нулевыми, а элемент главной диагонали – единичным. При 

этом элементы модифицированного вектора-столбца  0P  нагрузки стано-

вятся равными  

                                      0

1P , 

                                              0

1

00

i,ii KPP ,        i = 2, 3, … , n.                   

При кинематическом закреплении (пусть 00

1 Z ) необходимо изме-

нить матрицу жесткости описанным выше способом. Элементы вектора 

нагрузки остаются неизменными, кроме элемента 00

1 P . 

При втором приближенном, но достаточно точном, способе выполня-

ется умножение соответствующего элемента главной диагонали матрицы 

[K 0 ] на большое число, например 108 перед модификацией соответствую-

щего элемента вектора нагрузки. Так, при перемещении 0

1Z будет 

                                        8

11

0

11 10 KK , 

                                            8

11

0

1 10KP , 

                                          ijij KK 0 ,   (кроме 1 ji ), 

                                          ii PP 0     (для 1i ). 

Такие подходы позволяют, не изменяя порядок матрицы жесткости 

конструкции, реализовать условия закрепления задачи и выполнять расче-

ты не только при заданной нагрузке, но и (или) при заданных перемеще-

ниях.  

Таким образом, система разрешающих уравнений равновесия (линей-

ных алгебраических уравнений) задачи может быть представлена в сле-

дующем виде:                       

[K 0
* ] {Z 0 } = {P 0 }. 
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Решение системы уравнений позволяет определить вектор узловых 

перемещений конструкции в общей системе координат: 

{Z 0 } = [K 0
* ]-1 {P 0 }. 

Если не требуется явного выражения для элементов обратной матри-

цы [K 0
* ]-1, рекомендуется их не вычислять, так как почти все, что можно 

сделать с помощью матрицы [K 0
* ]-1, может быть выполнено и без нее. При 

этом, если [K 0
* ] – редко заполненная матрица, то обратная матрица [K 0

* ]-1 

будет требовать чрезмерного объема памяти. 

Одно из преимуществ метода исключения Гаусса в алгоритме МКЭ 

состоит в том, что нет необходимости в выборе главного элемента. Мат-

рица жесткости конструкции [K 0 ] и, следовательно, матрица коэффициен-

тов при неизвестных [K 0
* ] системы линейных алгебраических уравнений 

равновесия МКЭ являются симметричными и положительно определен-

ными. Для матриц, которые не являются положительно определенными, 

выбор главного элемента необходим, так как мы делим на эти элементы и 

должны быть уверены, что элементы образуемой матрицы не слишком 

большие: большие элементы приводят к большим ошибкам округления 

вычислений и в результате потери точности.  

 

1.1. Матрица жесткости КЭ 

Если стержневая система образована из геометрически неизменяемых 

фигур-треугольников, то такая система называется фермой. Согласно оп-

ределению в узлах расчетной схемы фермы расположены шарниры, а ее 

стержни работают на растяжение-сжатие.  

КЭ фермы в местной системе координат XY – это стержень с одной 

степенью свободы в каждом узле, направленной вдоль оси X – оси стерж-

ня, т. е. вектор узловых перемещений КЭ фермы в местной системе коор-

динат содержит два элемента: 

                                                        









xj

xi

rZ



,                                              (1.4) 
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где xi , xj  – соответственно продольные перемещения по направлению оси 

X в начале и конце КЭ. 

Для получения матрицы жесткости КЭ необходимо задаться направ-

лениями его возможных узловых перемещений. При этом рекомендуется, 

чтобы выбранные направления возможных узловых перемещений в начале 

и конце стержня совпадали, так как это упрощает матрицу [Tr] ортого-

нального преобразования координат КЭ и дальнейшее формирование мат-

рицы жесткости конструкции [K 0 ]. Выбранные направления узловых пе-

ремещений, фактически, определяют правило знаков в решении задачи 

МКЭ, т. е. определяют положительные направления узловых перемещений 

и узловых сил в КЭ и в задаче в целом.  

Жесткость – это приращение нагрузки от единичной деформации. 

Элементами матрицы жесткости КЭ являются реакции в узлах от единич-

ных перемещений.  

Чтобы получить матрицу жесткости КЭ, необходимо построить эпю-

ры внутренних силовых факторов от последовательных единичных пере-

мещений узлов по выбранным направлениям и определить реакции в уз-

лах КЭ. При этом реакция от единичного перемещения положительная в 

том случае, если она совпадает с выбранным (положительным) перемеще-

нием в узле.  

Определенные таким образом реакции в узлах от единичных переме-

щений и определяют матрицу жесткости КЭ в местной системе координат. 

Порядок матрицы жесткости КЭ равен числу степеней свободы в его узлах.  

Так как при растяжении-сжатии стержня продольной силой N абсо-

лютная деформация   его определяется выражением  

EF

N
  , 

то при  =1 значение продольной силы является жесткостью стержня при 

растяжении-сжатии и, следовательно, элементом матрицы жесткости КЭ: 



EF
N  , 

где Е – модуль упругости материала;  
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  F – площадь сечения; 

    – длина стержня. 

Эпюры продольных сил N  в стержне от единичных перемещений z =1 

(безразмерных) приведены на рис. 1.1. 
 

 
 

Рис. 1.1. Эпюры продольных сил от единичных перемещений  

 

Таким образом, матрица жесткости КЭ фермы в местной системе ко-

ординат будет 

 
























EFEF

EFEF

Kr . 

Матрицу жесткости КЭ фермы можно получить и используя энерге-

тические соотношения при определении перемещений, что характерно для 

МКЭ.  

Потенциальная энергия Э стержня при продольной деформации опре-

деляется выражением 

                                                


0

2

2EF
dxN

Э .                                               (1.5)               
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Абсолютное удлинение-сжатие   (обозначим его U) стержня на всей 

длине   равно 




0 EF

Ndx
U . 

Тогда  

EF

N
U  ,   

EFUN  .  

Подставив выражение продольной силы N в (1.5), получим 

                                                    dxU
EF

Э  


0

2

2
.                                         (1.6) 

Задаемся аппроксимирующей функцией узловых продольных пере-

мещений предполагаемого поля перемещений, определяющей деформации 

внутри КЭ через перемещения узлов:  

xU 21   . 

Следует отметить, что число неизвестных постоянных   равно числу 

степеней свободы узлов КЭ. 

Продольные перемещения U  можно выразить в матричной форме  f  

через неизвестные постоянные 21   : 

                                                           Qf  ,                                             (1.7) 

где 

   xQ 1 ,             

 









2

1




 . 

Значения компонент вектора постоянных {a} находятся из системы 

уравнений, которые получаются в результате подстановки в выражение 

(1.7) вместо х значений узловых координат начала ( 0нx ) и конца ( кx ) 

КЭ и приравнивания перемещений {f} соответствующим перемещениям 

узлов {Zr}, т. е. 

                                                       C
z

z
Zr 










2

1 ,                                      (1.8) 
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где xiz 1 , xjz 2 (1.4);   

  









1

01
C . 

Решая систему уравнений (1.8), получим две постоянных искомого 

вектора {a}: 

{a} = [С]-1 {Zr}. 

Подставив в выражение (1.7) вектор {a}, получим 

{f} = [Q] [С]-1 {Zr} = [В] {Zr}, 
где  

   21 NNB  , 
N1, N2 – функции формы (положения) поля перемещений: 



x
N 11 ,      



x
N 2 .   

Тогда потенциальная энергия стержня (1.6) выражается через функ-

ции формы следующим образом: 

 


0

2

44112
dx)zNzN(

EF
Э , 

где  

 


1
1 N ,     



1
2 N . 

В результате преобразований получим 





























  

 

 0 0

2

2
212

0

2

1 1
2

2
dx

z
dxzzdx

zEF
Э , 

или 








 


 02

2

2

021202

2

1 2

2
x

z
xzzx

zEF
Э . 

Таким образом, потенциальная энергия стержня при продольной де-

формации, выраженная через функции формы поля перемещений, будет 

иметь следующий вид: 

                                            





  2

221

2

1

121

2
zzzz

EF
Э


.                                (1.9) 

В соответствии с принципом минимума потенциальной энергии    

                                                        rr

i

ZK
z

Э





.  
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Производная по 1z  в выражении (1.9) определяет элементы первой 

строки матрицы [Kr] жесткости КЭ фермы, умноженные на элементы век-

тора  rZ  узловых перемещений КЭ: 

2121

1

2

2

2

2
z

EF
z

EF
z

EF
z

EF

z

Э







, 

а производная по 2z , определяет элементы второй строки матрицы жест-

кости КЭ фермы, умноженные на элементы вектора  rZ , т. е. 

21

2

z
EF

z
EF

z

Э







. 

 

1.2. Преобразование координат 

КЭ используемый для расчета плоской фермы с выбранными положи-

тельными направлениями и последовательностью узловых перемещений в 

общей системе координат представлен на рис. 1.2. 
 

 
 

Рис. 1.2. КЭ плоской фермы  

 

Матрица ортогонального преобразования координат КЭ плоской фер-

мы имеет размерность 2×4, так как число степеней свободы узлов КЭ в 

местной системе координат равно двум, а число степеней свободы узлов в 

общей системе координат равно четырем, т. е. 

{Zr} = [Tr] {Z 0
r }, 

или в соответствии с положительными направлениями узловых перемеще-

ний и их последовательностью элементы вектора {Zr} узловых линейных 

перемещений δ по направлению оси X и вектора {Z 0
r } узловых линейных 

перемещений по направлению осей X0 и Y0 связаны зависимостью: 
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       ,TZTZ

yj

xj

yi

xi

rrr

xj

xi
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0

0

0

0

0









 

где i, j – соответственно начало и конец стержня. 

Матрица ортогонального преобразования координат КЭ плоской фер-

мы вычисляется по формуле 

                           


















00

00

00

00

0

0

xyxx

xyxx

rT







.                (1.10) 

На рис. 1.3. приведены местная и общая системы координат КЭ пло-

ской фермы, где xV – вектор единичной длины. 

 
Рис. 1.3. Системы координат КЭ плоской фермы 

 

Для КЭ плоской фермы у вектора xV  единичной длины два элемента, а 

также и у матрицы [λ] направляющих косинусов: косинусы углов между 

осями X-X 0и X-Y 0 .  

Матрица направляющих косинусов имеет вид: 

   00 xyxx
  , 

где 0xx
 , 0xy

 – соответственно косинусы углов между осями X-X 0и осями   

X-Y 0 . 

Элементы матрицы направляющих косинусов и, следовательно, мат-

рицы [Tr] вычисляются следующим образом. 

Ось стержня (ось X) определяется вектором ijV  с двумя координатами 

узлов в общей системе координат: 
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00

00

ij

ij

ij yy

xx
V . 

Направляющие косинусы оси X получим делением элементов вектора 

ijV  на его длину (нормирование), т. е. в виде элементов вектора xV  единич-

ной длины, которые являются и элементами матрицы [λ] направляющих 

косинусов:  






















0

0

00

00
1

xy

xx

ij

ij

ij

x yy

xx
V 




, 

где ij – длина стержня: 

   200200

ijijij yyxx  . 

 

1.3. Последовательность расчета 

1. Образование расчетной схемы. Кинематический анализ 

 Рекомендуется выбрать общую систему координат таким образом, 

чтобы координаты узлов всех КЭ были положительными. Далее выполня-

ется нумерация узлов и КЭ фермы желательно по осям Y 0 и X0, т. е. снизу-

вверх и слева-направо. 

2. Вычисление матриц жесткости КЭ в местной системе координат 

 
























EFEF

EFEF

Kr . 

3. Вычисление матриц ортогонального преобразования КЭ 

  









00

00

00

00

xyxx

xyxx

rT



. 

4. Вычисление матриц жесткости КЭ в общей системе координат 

[K 0
r ] = [Tr] Т [Kr] [Tr]. 

5. Формирование матрицы жесткости конструкции 

                                               [K 0 ] = [А] Т [K 0
к ] [A].                                      
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6. Формирование системы уравнений равновесия и ее решение 

[K 0
* ] {Z 0 } = {P 0 }. 

7. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в общей системе ко-

ординат  

{Z 0
к } = [A] {Z 0 }.  

8. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в местной системе 

координат  

{Zr} = [Tr] {Z 0
r }. 

9. Вычисление векторов внутренних силовых факторов КЭ в местной 

системе координат  

{Sr} = [Kr] {Zr}. 

 

1.4. Инструкция по подготовке исходных данных 

Используются КЭ: плоской фермы с двумя степенями свободы в узле, 

работающий на растяжение-сжатие и балочный КЭ с тремя степенями 

свободы в узле, работающий на растяжение-сжатие и изгиб. 
Таблица 

№ Имя Наименование Формат Строк 

1 JTEXT Текстовая информация о задаче 20А4 1 

2 KYZO 
 
NS 
 
 
KELM 
KMAT 
LENTA 

Число узлов в расчетной схеме  
конструкции, 
число степеней свободы в узле: 
NS=2 – расчет плоской фермы,  
иначе NS=3, 
число КЭ, 
число материалов, 
ширина полуленты матрицы  
жесткости конструкции 

5I5 1 

3 J 
MAT(J) 

Номер материала, 
Е – модуль упругости материала 

I5,F10.1 KMAT 

4 KYZG Число узлов с нагрузкой  
и (или) заданными перемещениями 

I5 1 

5 NYZG 
P1(3) 

Номер узла с нагрузкой, 
Pх, Рy, Mz – вектор узловой нагрузки  
в общей системе координат 

I5, 
3F10.2 

KYZG 
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Продолжение табл. 
1 2 3 4 5 
6 J 

COR(2) 
Номер узла, 
X0, Y0 – координаты узла  
в общей системе координат 

I50, 
2F10.2 

KYZO 

7 KELSH Число КЭ с произвольными  
шарнирами 

I5 1 

Если KELSH>0, то №8, иначе №9 

8 
 
 
 
 
 
 

NELM 
MS(6)  

Номер КЭ с шарнирами, 
вектор граничных условий в начале  
и конце элемента: x, y, z, x, y, z, 
(код: 0 – связь, 
          1 – свобода в местной системе 
координат, 
         -1 – свобода в общей системе 
координат) 

I5,6I2 KELSH 

9 IVID Число видов сечений стержневых КЭ I5 1 

10 I1 
GXS(3) 
 
 
 
 

Номер сечения стержневого КЭ, 
геометрические характеристики  
сечения стержня: 
F – площадь сечения, 
Jz – момент инерции сечения, 
Wz – момент сопротивления сечения 

I5, 
3F10.2 

IVID 

11 
 
 
 
 
 

IE 
IT 
 
 
 
Т(3) 
 
NMAT 

Номер КЭ, 
тип КЭ:  
IT=1 – КЭ плоской фермы, 
IT=2 – балочный КЭ, 
IT=3 – балочный КЭ с шарнирами, 
вектор индексов КЭ и номер типа  
сечения стержня, 
номер материала 

6I5 KELM 

12 NG Узлов с закреплениями I5 1 

13 K1 
ISS(3) 

Номер узла с закреплениями, 
вектор узловых закреплений  
по степеням свободы узла: x, y, φz 
(код: 0 – связь, 
          1 – свобода)    

I5,3I2 NG 

14 KPER Число заданных перемещений  I5 1 

Если KPER>0, то №15, иначе №16 
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Окончание табл. 
1 2 3 4 5 
15 NYZ 

 
IPER 

Номер узла с заданным  
перемещением, 
номер узловой степени свободы  
заданного перемещения 

2I5 KPER 

16 KPOD Число связей с заданной жесткостью I5 1 

Если KPOD>0, то №17, иначе №18 

17 NYZ 
NSV 
 
GST 

Номер узла с заданной жесткостью, 
номер узловой степени свободы  
заданной жесткости, 
жесткость кинематической связи  

2I5, 
F10.2 

KPOD 

18 /* 
/& 

 

Примечание: 

1. Ширина полуленты МЖК вычисляется по формуле 

LENTA = (R+1)·NS, 

        где R – наибольшая разность номеров узлов КЭ.  

2. Единицы измерений силы и длины в программе могут быть выбраны рас-

четчиком и определяются соответствующими единицами измерений модуля уп-

ругости материала. Результаты расчета будут в тех же единицах измерений.  

 

2. ПРИМЕР РАСЧЕТА 
 

Для заданной плоской фермы (рис. 1.4) требуется выполнить: 

- расчет МКЭ с построением эпюры продольных сил; 

- статическую проверку; 

- расчет МКЭ по программе для ЭВМ с предоставлением табуляграммы 

расчета. 
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Рис. 1.4. Плоская ферма 

1. Образование расчетной схемы. Кинематический анализ 

На рис. 1.5 приведена конечно-элементная модель фермы. 

 
Рис. 1.5. Конечно-элементная модель заданной фермы  

 

Характеристика модели: 

- узлов: nу = 5,  

- КЭ: 7,  

- узловых перемещений: n = 2·nу = 2·5 = 10. 

Исходные данные:  

Р1 = 70 кН,  

Р2 = 42 кН,  

Y0 

X0

1

2 
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Fгор = 64 см2,  

Fверт = 40 см2, 

Fнакл = 60 см2,  

Е = 2·107 
2см

н
. 

 

2. Вычисление матриц жесткости КЭ в местной системе координат 

Предварительно для каждого КЭ вычисляется его длина, а затем же-

сткостные характеристики 


EF
. Единицы измерений величин: сила – нью-

тон, длина – см. 
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3. Вычисление матриц ортогонального преобразования КЭ 

Для каждого КЭ по координатам их узлов согласно (1.10) вычисляют-

ся векторы   направляющих косинусов:  
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4. Вычисление матриц жесткости КЭ в общей системе координат 

 [K 0
r ] = [Tr] Т [Kr] [Tr]. 

 

5. Формирование матрицы жесткости конструкции 

                                               [K 0 ] = [А] Т [K 0
к ] [A], 

где квазидиагональная матрица жесткости конструкции [K 0
к ] формируется 

согласно выражению (1.3), а матрица соответствий конструкции [A] будет    
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6. Формирование системы уравнений равновесия и ее решение 

[K 0
* ] {Z 0 } = {P 0 },  {Z 0 } = [K 0

* ]-1 {P 0 }. 

Выполнив преобразования матрицы [K 0 ], согласно условиям закреп-

ления, получим следующую систему разрешающих линейных уравнений 

равновесия: 
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В результате решения системы уравнений определяется вектор узло-

вых перемещений конструкции в общей системе координат: 

 





















































0

02135410

03337510

03801920

0

01067710

15750000

46104230

0

0

0

,

,

,

,

,

,

Z . 

 

7. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в общей системе ко-

ординат  

{Z 0
к } = [A] {Z 0 }.  

Вектор узловых перемещений {Z 0
к } состоит из следующих векторов 

перемещений КЭ: 
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8. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в местной системе 

координат  

{Zr} = [Tr] {Z 0
r }. 

 

9. Вычисление векторов внутренних силовых факторов КЭ в местной 

системе координат  

{Sr} = [Kr] {Zr}. 

Результаты вычисления векторов внутренних силовых факторов (про-

дольных сил) КЭ:  
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По значениям элементов этих векторов (продольных сил в начале и 

конце КЭ) строится эпюра продольных сил (рис. 1.6):  

 
Рис. 1.6. Эпюра продольных сил 
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Из условий равновесия (ΣX 0 = 0, ΣY 0 = 0) узлов, в которых располо-

жены опоры, определяются горизонтальная и три вертикальных реакции 

опор и выполняется статическая проверка: 

 
 

 
 

Статическая проверка: 

ΣX0 = 28 + 42 – 70 = 0,        

              ΣY0 = 95,75 – 44,50 – 51,25 = 0. 

 

Табуляграмма расчета 
 

Плоская ферма (единицы измерений величин: кГ, см) 
 

             
                  И C X O Д H Ы E   Д A H H Ы E 
                  ***************************** 
   

Узлов:             5 
Cт. св. в узле:    2 
Элементов:         7 
Mатериалов:        1 
Лента:             8 
 
 
Hомер материала  Mодуль упругости 

       1             2000000.00 
    
 

Узлов с нагрузкой и перемещениями:    2 
              Kоординаты                   Bектор  нагрузки 

Узел        X         Y                 Px         Py         Mz       
    1         .00       .00                .00        .00 
    2         .00   1200.00           -7000.00        .00 
    3      400.00       .00                .00        .00 
    4      400.00    600.00            4200.00        .00 
    5      800.00       .00                .00        .00 

 
 
Элементов с шарнирами:    0 
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Число различных сечений стержней:  1 
 
 
     Геометрические характеристики сечений КЭ 
Сечение    F        Iz        Wz 

1     40.00 
2     64.00 
3     60.00 
 
 

Элемент  Tип  Mатрица индексов      F         Jz     NMAT 
   1      1      1       2        40.00        .00     1 
   2      1      1       3        64.00        .00     1 
   3      1      1       4        60.00        .00     1 
   4      1      2       4        60.00        .00     1 
   5      1      3       4        40.00        .00     1 
   6      1      3       5        64.00        .00     1 
   7      1      4       5        60.00        .00     1 
  
 

ПPOBEPKA 
Лента MЖK:          8 
КЭ фермы:           7 
Балочных КЭ:        0 
 
 
Узлов с закреплениями:    3 
Условия закреплений: 0 - связь           
                     1 - свобода 
Узел     Dx   Dy   Rz 

    1       0    0 
    3       1    0 
    5       1    0 

 
 
Заданных перемещений:    0 
 

 
Cвязей с заданной жесткостью:    0 
 

 
                      P E З У Л Ь T A T Ы   P A C Ч E T A 
                      ************************************ 
 
                                      -5 

              Перемещения  узлов (10  ) 
Узел          Dx            Dy            Rz                  

    1            .00           .00 
    2      -46104.22     -15750.00 
    3       -1067.71           .00 
    4       -3801.92       3337.51 
    5       -2135.41           .00 
 
 

                              Bнутренние  силовые  факторы и напряжения 
Элемент   Mатрица индексов    Nx          Qy          Mz          G  

      1             1       10500.00                             -262.50 
                    2      -10500.00                             -262.50 
      2             1        3416.66                              -53.38 
                    3       -3416.66                              -53.38 
      3             1       -1111.70                               18.52 
                    4        1111.70                               18.52 
      4             2      -12619.43                              210.32 
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                    4       12619.43                              210.32 
      5             3       -4450.01                              111.25 
                    4        4450.01                              111.25 
      6             3        3416.66                              -53.38 
                    5       -3416.66                              -53.38 
      7             4       -6159.48                              102.65 
                    5        6159.48                              102.65 
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