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1. ОСНОВНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ МКЭ 

 

1.1. Системы координат. Силы и перемещения 

В МКЭ различают общую (глобальную, систему координат 

конструкции) и местную (локальную, систему координат КЭ) системы 

координат. На рис. 1.1. приведены декартовые правые системы координат. 

 
Рис. 1.1. Системы координат  

 

Общие оси координат X 0 , Y 0 , Z 0  задаются для всей конструкции. 

Общая система координат остается неподвижной в процессе деформации 

конструкции и перемещения узлов сопряжения стержней определяются 

относительно указанных осей. В основном общая система координат 

используется при выводе уравнений для всей конструкции (разрешающая 

система уравнений равновесия).  

Местные оси координат X, Y, Z связаны с определенными КЭ. Так как 

КЭ различным образом ориентированы друг относительно друга, то 

местные оси координат также различно ориентированы, т. е. у каждого КЭ 

своя система координат XYZ. Местная система координат используется в 

уравнениях для отдельных КЭ.  

Силам и перемещениям в узлах КЭ соответствуют векторы-столбцы. 

Для плоской стержневой системы одного i-го узла КЭ в местной системе 

координат векторы узловых сил {Pi} и перемещений {Zi} будут  
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где yx P,P  – узловые силы по направлению соответствующих осей; 

 zM  – узловой момент относительно оси Z; 

 v,u  – соответственно линейные перемещения вдоль осей X, Y; 

 z – угловое перемещение относительно оси Z. 

Очевидно, векторы узловых сил и перемещений КЭ в общей системе 

координат будут {P 0
i } и {Z 0

i }.  

Силовыми величинами, соответствующими линейным перемещениям 

являются силы P в векторе узловых сил, а соответствующими угловыми 

перемещениям являются моменты M.  

На рис. 1.2 приведены принятые положительные направления узловых 

сил и линейных перемещений (1, 2), а также узловых моментов и угловых 

перемещений (3), последовательность которых совпадает с 

последовательностью элементов в векторах узловых сил и узловых 

перемещений. 

 
Рис. 1.2. Положительные направления перемещений и сил 

 

Таким образом, положительные значения сил и линейных 

перемещений совпадают с положительным направлением осей координат, 

а положительные значения моментов и угловых перемещений направлены 
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против вращения часовой стрелки, если смотреть со стороны направления 

осей координат. 

При расчете МКЭ кинематически неопределимых систем наибольшее 

распространение получила следующая матричная зависимость 

определения вектора внутренних узловых сил конструкции в общей 

системе координат X 0 Y 0 Z 0 : 

{S 0
к } = [K 0

к ] [A] ([A] Т [K 0
к ] [A])-1 {P 0 } = 

                                         = [K 0
к ] [A] {Z 0 },                                                    

где {S 0
к } – вектор внутренних узловых сил конструкции, состоящий из 

блоков (клеток) векторов внутренних узловых сил КЭ {S 0
r };  

        [K 0
к ] – квазидиагональная матрица жесткости конструкции, состоящая 

из блоков матриц жесткости КЭ [K 0
r ] в общей системе координат;  

        [A] – матрица соответствий (связи узлов) конструкции, состоящая из 

блоков матриц соответствий КЭ [Ar];  

       {P 0 } – вектор узловой нагрузки конструкции;  

       {Z 0 } – вектор узловых перемещений конструкции.                

Соотношения между силами и перемещениями в МКЭ представляют 

собой уравнения жесткости (статические уравнения метода перемещений 

в строительной механике). Уравнения жесткости для КЭ являются 

линейными алгебраическими уравнениями равновесия, которые имеют 

место в любой системе координат и записываются в виде  

[Kr] {Zr} = {Pr}, 

где [Kr] – матрица жесткости r-го КЭ; 

{Zr} – вектор узловых перемещений КЭ; 

{Pr} – вектор узловой нагрузки КЭ. 

Элементы матрицы жесткости КЭ представляют собой реакции в узлах 

КЭ от единичных перемещений. Так как у стержня два узла, то векторы 

узловых перемещений и узловой нагрузки КЭ будут содержать по два 

соответствующих вектора перемещений {Z} и сил {P} начала i и конца j 

стержня, т. е.  
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Элементы вектора перемещений КЭ преобразуются из местной 

системы координат XYZ в общую систему координат X 0 Y 0 Z 0 с помощью 

матрицы ортогонального преобразования координат [Tr], состоящую из 

подматриц направляющих косинусов:  

                                                  {Zr} = [Tr] {Z 0
r }.                                           (1.1) 

Так как в любой системе координат элементы узловых сил совершают 

одинаковую работу, то 

{P 0
r }

Т {Z 0
r } = {Pr} Т {Zr}, 

тогда получим 

{P 0
r }

Т {Z 0
r } = {Pr} Т [Tr] {Z 0

r }, 

откуда 

{P 0
r }

Т = {Pr} Т [Tr], 

или 

                                                  {P 0
r } = [Tr] Т {Pr}.                                         (1.2) 

Эти преобразования перемещений и сил называются 

контраградиентными. Так как в местной системе координат уравнения 

равновесия КЭ 

{Рr} = [Kr] {Zr}, 

то преобразование матрицы [Kr] жесткости КЭ, вычисленной в местной 

системе координат, в общую систему координат выполняется следующим 

образом.  

Согласно выражениям (1.1) и (1.2) получим 

{P 0
r } = [Tr] Т [Kr] [Tr] {Z 0

r }, 

или 

{P 0
r } = [K 0

r ] {Z 0
r }, 

где [K 0
r ] – матрица жесткости КЭ в общей системе координат: 

                                               [K 0
r ] = [Tr] Т [Kr] [Tr].                                       (1.3) 
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Это преобразование матрицы [Kr] из местной системы координат в 

матрицу [K 0
r ] в общей системе координат называется конгруэнтным.  

Матрица жесткости конструкции вычисляется по формуле 

                                               [K 0 ] = [А] Т [K 0
к ] [A].                                      

Квазидиагональная матрица жесткости конструкции [K 0
к ] 

представляет собой следующую матрицу: 

                                             
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где n – число КЭ в расчетной схеме конструкции;  

Матрица соответствий конструкции [A] содержит топологическую 

информацию, указывающую адрес, по которому должны быть 

распределены элементы матриц жесткости [K 0
r ] всех КЭ на поле матрицы 

[K 0 ] жесткости конструкции:  

 




















nA

A

A

A


2

1

, 

где [Ar] – матрица соответствий КЭ, число строк которой равно числу 

степеней свободы узлов КЭ, а число столбцов равно числу степеней 

свободы узлов расчетной схемы конструкции.  

Матрица соответствий r-го элемента [Ar] – булева матрица 

(целочисленная, т. е. элементы матрицы принимают только два значения: 

0 и 1), которой задается топологическая информация степеней свободы 

узлов  r-го КЭ на поле матрицы жесткости конструкции. Строки матрицы – 

это номера степеней свободы узлов КЭ, а столбцы – это номера степеней 

свободы узлов конструкции. На пересечении соответствующих номеров 

строк и столбцов матрицы соответствий КЭ (конструкции) ставится 

единица, а остальные элементы матрицы нулевые.  
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Для возможности решения системы уравнений равновесия 

необходимо в матрице жесткости конструкции [K 0 ] исключить зависимые 

уравнения соответствующие условиям кинематического закрепления 

задачи, т. е. опорам, и получить тем самым матрицу коэффициентов 

системы уравнений равновесия [K 0
* ]. 

Однако желательно, чтобы порядок матрицы жесткости конструкции 

[K 0 ] был равен порядку матрицы коэффициентов системы уравнений [K 0
* ], 

т. е. никакие строки и столбцы матрицы жесткости [K 0 ] не должны 

исключаться при преобразовании ее в матрицу коэффициентов системы 

уравнений [K 0
* ]. Для преобразования матрицы жесткости конструкции в 

матрицу коэффициентов системы уравнений равновесия применяются 

способы, аналогичные преобразованиям при решении задачи, для которой 

заданы перемещения. Например, при известном перемещении, положим 

0

1Z , элементы первой строки и первого столбца матрицы [K 0 ] 

жесткости конструкции становятся нулевыми, а элемент главной 

диагонали – единичным. При этом элементы модифицированного вектора-

столбца  0P  нагрузки становятся равными  

                          0

1P ,        0

1

00

i,ii KPP ,        i = 2, 3, … , n                   

При кинематическом закреплении (пусть 00

1 Z ) необходимо 

изменить матрицу жесткости описанным выше способом. Элементы 

вектора нагрузки остаются неизменными, кроме элемента 00

1 P .  

Такой подход позволяет, не изменяя порядок матрицы жесткости 

конструкции, реализовать условия закрепления задачи и выполнять 

расчеты не только при заданной нагрузке, но и (или) при заданных 

перемещениях.  

Таким образом, система разрешающих уравнений равновесия 

(линейных алгебраических уравнений) задачи может быть представлена в 

следующем виде:                       

[K 0
* ] {Z 0 } = {P 0 }. 
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Решение системы уравнений позволяет определить вектор узловых 

перемещений конструкции в общей системе координат: 

{Z 0 } = [K 0
* ]-1 {P 0 }. 

Если не требуется явного выражения для элементов обратной 

матрицы [K 0
* ]-1, рекомендуется их не вычислять, так как почти все, что 

можно сделать с помощью матрицы [K 0
* ]-1, может быть выполнено и без 

нее. При этом, если [K 0
* ] – редко заполненная матрица, то обратная 

матрица [K 0
* ]-1 будет требовать чрезмерного объема памяти. Матрица 

жесткости конструкции [K 0 ] и, следовательно, матрица коэффициентов 

при неизвестных [K 0
* ] системы линейных алгебраических уравнений 

равновесия МКЭ являются симметричными и положительно 

определенными. В связи с этим нет необходимости в выборе главного 

элемента.  

 

1.2. Матрицы жесткости КЭ 

Плоские стержневые системы представляют собой наиболее 

распространенную группу стержневых систем. Если у стержневой 

системы плоскость действия сил, включая и реакции опор, совпадает с 

плоскостью деформаций, то такая система называется плоской. Согласно 

этому определению, в одной плоскости расположены оси, проходящие 

через центры тяжести поперечных сечений, всех стержней системы и одна 

из главных осей инерции сечений стержней расположена в этой 

плоскости.  

Если у плоской стержневой системы все или часть узлов жесткие, то 

такая система называется плоской рамой. Для моделирования 

произвольной плоской стержневой системы используется КЭ, работающий 

на растяжение-сжатие и изгиб. Вектор узловых перемещений КЭ будет 
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где xi ,…, yj  – продольные перемещения по направлению осей X, Y в 

начале и конце КЭ; 

      zi , zj  – угловые перемещения относительно оси Z. 

Для балочного КЭ эпюры внутренних силовых факторов (рис. 1.5) от 

единичных перемещений построены с использованием табличных 

значений реакций метода перемещений [3].  
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Рис. 1.3. Эпюры от единичных перемещений  

при растяжении-сжатии и изгибе  
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Значения поперечных сил вычисляются путем дифференцирования 

эпюр изгибающих моментов: 

tg
dx

dM
Q  , 

где α – угол наклона эпюры изгибающих моментов. 

Знак поперечной силы определяется направлением угла наклона 

эпюры изгибающих моментов. Например, значения реакций (поперечной 

силы) от действия единичного перемещения 2z  будут положительными и 

вычисляются следующим образом: 

3225323
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Следует отметить, что индексы у реакций соответствуют номерам 

строк и столбцов матрицы жесткости КЭ (табл. 1.1).  
                                                                                              Таблица 1.1 

       Матрица жесткости КЭ: растяжение-сжатие, изгиб 
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где Jz – момент инерции сечения относительно главной оси Z. 
 

Для моделирования произвольной статически определимой и 

статически неопределимой балки, произвольной рамы, трехшарнирной 

рамы, двухшарнирной арки, различных комбинированных систем (цепь с 

балкой жесткости, балка с гибкой аркой и т. д.) используется балочный 

КЭ, работающий на растяжение-сжатие и изгиб, и его модификации – КЭ с 

произвольными шарнирами в узлах. 
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Если исключить из матрицы жесткости КЭ, работающего на 

растяжение-сжатие и изгиб, первые и четвертые строки и столбцы, то 

получим матрицу жесткости балочного КЭ, работающего на изгиб (табл. 

1.2). Этот КЭ может использоваться только для моделирования 

произвольных балок, в том числе и многопролетных как статически 

определимых, так и статически неопределимых. 
                                                                                   Таблица 1.2 

          Матрица жесткости КЭ: изгиб 

 
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. 

По аналогии можно получить в явном виде и матрицы жесткости КЭ с 

произвольными шарнирами в узлах.  

В стержневых конструкциях среди шарнирных соединений чаще 

других используются шарниры по углу поворота сечения. Эпюры 

внутренних силовых факторов от единичных перемещений для балочного 

КЭ с шарниром по углу поворота сечения в начале стержня приведены на 

рис. 1.4, а шарниром по углу поворота сечения в конце стержня – на рис. 1.5. 

В результате матрица жесткости балочного КЭ с шарниром по углу 

поворота сечения в начале стержня будет иметь вид:                     
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Рис. 1.4. Эпюры от единичных перемещений в стержне 

с шарниром по углу поворота сечения в начале стержня  
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Рис. 1.5. Эпюры от единичных перемещений в стержне 

с шарниром по углу поворота сечения в конце стержня  
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Матрица жесткости балочного КЭ с шарниром по углу поворота 

сечения в конце стержня:                                                                                       

                           
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
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K .             (1.5) 

 

Однако при реализации алгоритма вычисления этих матриц проще 

использовать процесс конденсации, сущность которого заключается в 

следующем. 

Как отмечалось, узловые силы {P} и соответствующие им узловые 

перемещения {Z} КЭ связаны между собой уравнением 

[Kr] {Zr} = {Pr}. 

Это выражение представим в блочном виде следующим образом: 



























B

A

B

A

BBBA

ABAA

Р

Р

Z

Z

KK

KK
. 

Выполнив умножение элементов матриц, получим 

 [KАА] {ZА} + [KАВ] {ZВ} = {PА}, 

                                       [KВА] {ZА} + [KВВ] {ZВ} = {PВ}.                              (1.6) 

Пусть по направлениям узловых перемещений {ZA} расположены 

шарниры, тогда {PA} = 0 и из 1-го уравнения (1.6) будет 

[KАА] {ZА} = – [KАВ] {ZВ}, 

{ZА} = – [KАА]
-1 [KАВ] {ZВ}. 

Подставив {ZA} во 2-е уравнение (1.6), получим следующее выражение: 

([KВВ] – [KВА] [KАА]
-1 [KАВ]) {ZВ} = {PВ}. 

Таким образом, матрица жесткости КЭ с одним или несколькими 

шарнирами [Kш
r ] по направлениям узловых перемещений {ZА} будет  
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  









ш

ш

r K
K

0

00
, 

где                                  

                                       [Kш] = [KBB] – [KBА] [KАА]
-1 [KАB].                           (1.7) 

Согласно выражению (1.7) преобразования матрицы КЭ в матрицу 

жесткости с произвольными шарнирами в узлах полностью совпадает с 

процедурой прямого хода Гаусса. В этом случае происходит исключение 

не всех неизвестных, а только соответствующим узловым перемещениям 

{ZA}, в которых и расположены шарниры. 

Приведенное преобразование матрицы жесткости КЭ может быть 

выполнено и в общей системе координат. Это позволяет реализовать 

шарниры, характерные не для КЭ, а для конструкции, т. е. в осях X 0 Y 0 Z 0 .  

На рис. 1.6 представлены плоские шарнирные соединения стержней: 

линейные по оси X (рис. 1.6, а) и по оси Y (рис. 1.6, б), а также шарнир по 

углу поворота сечения (рис. 1.6, в).  

                а                                б                               в     

 

                                                                                               

 

 
Рис. 1.6. Схемы вариантов шарниров в узле: а – свободное перемещение по оси X;  

           б – свободное перемещение по оси Y; в – свободное угловое перемещение   
 

В табл. 1.3 приведены варианты наиболее распространенных 

шарнирных (свободное угловое перемещение) соединений узлов 

сопряжения стержней.                                                                                         

Реализация этих вариантов шарнирных соединений стержней путем 

моделирования узлов с использованием балочных КЭ выполняется 

следующим образом. 

Простой шарнир: КЭ 1–2 с шарниром в узле 2. КЭ 2–3 без шарнира. 

Присоединенный шарнир: КЭ 2–4 с шарниром в узле 2. КЭ 1–2, 2–3 

без шарниров.  

X

2 

Y 

1 
X

Y

 
1

2

2 

1

 

X

Y 
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Кратный шарнир: КЭ 3–2, 4–2, 5–2 с шарнирами в узле 2. КЭ 1–2 без 

шарнира. 

Групповой шарнир: В шарнирное соединение вводится КЭ 3–4 с 

шарниром в узле 4. Остальные КЭ без шарниров.      
                                                                                                     Таблица 1.3 

Шарнирные соединения стержней 
                                                                                               

 

№ 
 

Тип 

 

 

 Схема 
 

Наименование 

 
 

1 

   

Простой  

шарнир 

 

 
 

2 

   

Присоединенный 

шарнир 

 

 

 

 

3 

   
 

Кратный шарнир,  

К = 3 

 

 

 

 
 

4 

   

Групповой  

шарнир 

 

 

Следует отметить, что матрицы жесткости КЭ в местной и в общей 

системах координат симметричные. Согласно теореме взаимности 

Максвелла, имеет место равенство следующих элементов матриц:  

jiij kk  , 

и положительно определенные: элементы матрицы, расположенные на 

главной диагонали преобладают по значению над побочными. 

1
2

3

1 2 3

4

1 2

3

4

5

1

2

3

4 6

5
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Матрицу жесткости получим характерным для конечно-элементной 

процедуры способом: используем энергетические соотношения при 

определении перемещений.  

В соответствии с энергетическим методом выражение потенциальной 

энергии сжатоизогнутого стержня будет 

                                             dxV
EI

dxU
EF

Э  


0

2

0

2

22
,                             (1.8) 

где U – продольное перемещение; 

      V – прогиб стержня. 

Первый интеграл этого выражения определяет потенциальную 

энергию стержня при продольной деформации, второй – потенциальную 

энергию изгиба стержня. 

Далее необходимо выбрать поле перемещений. При растяжении-

сжатии используется аппроксимирующая функция узловых перемещений 

U, а при изгибе – V (два независимых вида деформаций). Так как у КЭ, 

работающего на растяжение-сжатие и изгиб, шесть степеней свободы в 

узлах, то и у поля перемещений, образованного из двух функций 

перемещений, шесть постоянных 61  ,..., .  

Если задаться следующим полем линейных перемещений: 

                                             







,xxxV

,xU
3

6

2

543

21




                                 (1.9) 

то угол z  поворота сечения стержня – это производная прогиба V: 

                                                .xx
x

V 2

654 32  



                                  (1.10) 

Рис. 1.3, на котором изображен балочный КЭ, работающий на 

растяжение-сжатие и изгиб, поясняет принятые направления сил и 

моментов и соответствующие им перемещения. Основные предположения 

теории изгиба стержней приводят к тому, что наклон срединной 

поверхности стержня и угловое смещение в каждой точке совпадают. 

Поэтому в выражении  

x

V
z 


  
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значение производной положительное и равно положительному значению 

тангенса угла наклона нейтральной оси. Обусловлено это тем, что в 

плоскости XY вращение z  в положительном направлении вокруг оси Z 

(вращение против часовой стрелки) вызывает положительные прогибы V.   

Эти перемещения можно выразить через неизвестные постоянные 

61  ,...,  в матричной форме следующим образом: 

                                                     Q
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f 
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где 
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. 

Значения постоянных {a} находятся из системы уравнений, которые 

получаются в результате подстановки в (1.9) и (1.10) вместо х значений 

узловых координат начала ( 0нx ) и конца ( кx ) КЭ и приравнивания 

перемещений {f} соответствующим перемещениям узлов {Zr}, т. е. 
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Решая систему уравнений (1.12), получим постоянные вектора {a}: 

                                                   {a} = [С]-1 {Zr}.                                         (1.13) 

Подставив в выражение (1.11) вектор {a}, получим 

                                        {f} = [Q] [С]-1 {Zr} = [В] {Zr},                             (1.14) 

 
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N1 - N6 – функции формы поля перемещений: 
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Потенциальная энергия сжато изогнутого стержня (1.8) выражается 

через функции формы следующим образом: 

dx)zNzNzNzN(
EI

dx)zNzN(
EF

Э 2

665533
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4411 22
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 

. 

В соответствии с принципом минимума потенциальной энергии:                          

                                                   



iz

Э
 [Kr] {Zr} ,                                          (1.15) 

где [Kr] – матрица жесткости КЭ. 

Производная по 1z  в (1.15) определяет первую строку матрицы 

жесткости [Kr]. Производная по 2z  определяет вторую строку и т. д.  

Аналогично можно получить в явном виде матрицы жесткости для КЭ 

с шарниром в начале и конце стержня. Очевидно, в этом случае 

соответствующая строка в векторе узловых перемещений {Zr} и строка в 

матрице [С] принимают нулевые значения. Функции формы для КЭ с 

шарниром по углу поворота сечения в начале стержня: 
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а для КЭ с шарниром в конце стержня: 
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1.3. Преобразование координат 

Приведенные в предыдущем разделе матрицы жесткости балочных 

КЭ получены в местной системе координат XYZ, так как элементы матриц 

выражены в местной системе координат.  

Преобразование к общей системе координат X 0 Y 0 Z 0 необходимо для 

формирования матрицы жесткости конструкции и разрешающей системы 

уравнений равновесия задачи. Кроме этого, координаты узлов КЭ 

необходимо и удобнее определять в общей системе координат, а затем 

выполнять преобразование в местную систему координат.  

Число строк матрицы [Тr] ортогонального преобразования координат 

КЭ равно числу степеней свободы его узлов в местной системе координат, 

а число столбцов – числу степеней свободы узлов в общей системе 

координат. Если начало местной и общей систем координат совпадают, то 

координаты узлов стержня в системах координат связаны матрицей 

направляющих косинусов [λ] следующей зависимостью: 
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Балочный КЭ, используемый для расчета произвольной плоской 

стержневой системы с выбранными положительными направлениями 

узловых перемещений и сил, представлен на рис. 1.7. 

 
 

Рис. 1.7. КЭ плоской стержневой системы  



24 
 

В соответствии с положительными направлениями узловых 

перемещений КЭ и их последовательностью элементы вектора {Zr} 

узловых линейных перемещений δ по направлению осей X, Y и углового 

перемещения   относительно оси Z и вектора {Z 0
r } узловых линейных 

перемещений по направлению осей X0, Y0 и углового перемещения 

относительно оси Z0 связаны зависимостью: 
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Матрица ортогонального преобразования координат КЭ, работающего 

на растяжение-сжатие и изгиб, имеет порядок 6×6:  

                       
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.            (1.16) 

Системы координат КЭ, работающего на растяжение-сжатие и изгиб, 

приведены на рис. 1.8.  

 
Рис. 1.8. Системы координат КЭ плоской стержневой системы  
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Как отмечалось, оси Y и Z являются главными осями инерции сечения 

стержня. Задача плоская, то, очевидно, координаты узлов КЭ 

0 ji zz . 

Так как оси Z и Z0 параллельные, то косинусы углов между осями     

X-Z0, Z-X 0, Z-Y 0, Y-Z0, Z-Z0 равны  

0xz
 = 0zx

 = 0zy
 = 0yz

 = 0,   0zz
 = 1. 

Направляющие косинусы оси X (1.16) будут 
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а направляющие косинусы оси Z: 
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Направляющие косинусы оси Y получаются как направляющие 

косинусы вектора, перпендикулярного одновременно к осям Z и X. Это 

направление оси Y в соответствии со свойствами векторного произведения 

можно определить как векторное произведение: 
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Выразим это векторное произведение через координаты 

сомножителей. Сомножители представим следующим образом: 

   100zV ,      000 xyxxxV  . 

Для получения координат вектора yV  составим таблицу сомножителей 

0

100

00 xyxx


. 

Закрыв в ней первый столбец, получим первую координату  

0

10

0xy
 , 
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где выражение, окаймленное вертикальными чертами, определитель 

второго порядка. Закрыв второй столбец и взяв оставшийся определитель 

с обратным знаком   

0

10

0xx


 , 

находим вторую координату. Закрыв третий столбец, получим третью 

координату (оставшийся определитель берется со своим знаком). 
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xyxx
 . 

Таким образом 
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Раскрыв определители второго порядка, получим  
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или 
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где ij – длина стержня 

                                               200200

ijijij yyxx  .                                     

Окончательное выражение для матрицы ортогонального 

преобразования координат КЭ, работающего на растяжение-сжатие и 

изгиб, будет  
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У балочного КЭ используемого для моделирования балки единая 

матрица жесткости, так как местная система координат совпадает с общей.   

 

1.4. Последовательность расчета 
 

1. Образование расчетной схемы. Кинематический анализ 

 Рекомендуется выбрать общую систему координат таким образом, 

чтобы координаты узлов всех КЭ были положительными.  

При расчете стержневой системы ее модель представляет собой 

систему, образованную осями стержней, проходящими через центры 

тяжести поперечных сечений КЭ.                                                                 

За узлы сопряжения КЭ принимаются сечения, в которых: 

 изменяется направление оси стержня; 

 приложена сосредоточенная нагрузка и (или) заданы линейные или 

угловые перемещения; 

 имеются кинематические закрепления конструкции, в том числе с 

заданной линейной и (или) угловой жесткостью; 

 изменяются геометрические характеристики сечения стержня; 

 находится произвольный шарнир (ы); 

 изменяются характеристики материала стержня. 

Криволинейные части моделируются несколькими прямолинейными. 

Если по длине стержня приложена распределенная (погонная) нагрузка q, 

(рис. 1.9), то она заменяется эквивалентной узловой.  
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q
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M M



В этом случае по длине стержня вводятся дополнительные узлы 

(желательно равномерно) и, следовательно, дополнительные КЭ, по 

которым и распределяется заданная распределенная нагрузка.  

При использовании дополнительных узлов в модель конструкции 

вводится нумерация этих узлов. Такой прием замены распределенной 

нагрузки q на эквивалентные узловые сосредоточенные силы Р и моменты 

М приближенный, но достаточно точный, широко распространен и не 

требует никаких изменений в алгоритме расчета при его реализации. 

Возможно и дополнительное введение узлов в расчетную схему для 

получения более подробной информации о напряженно-деформированном 

состоянии конструкции. 
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                                                                  n – число дополнительных  КЭ         
                                                                               

Рис. 1.9. К определению эквивалентной узловой нагрузки 

 

Далее выполняется нумерация узлов и КЭ. Нумерация узлов должна 

быть выполнена таким образом, чтобы разность номеров узлов КЭ была 

минимальной. Как правило, минимум ширины ленты обеспечивает 

нумерация узлов по сечениям, расположенным по длине конструкции, т. е. 

по осям Y 0 и X0, т. е. снизу-вверх и слева-направо. Ширина половины 

ленты матрицы жесткости конструкции вычисляется по формуле 

LENTA = (R+1)·NS, 

q

M M

PP
2 2

P P P P P


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где R – наибольшая разность номеров узлов КЭ;  

 NS – число степеней свободы в узле.  
 

2. Вычисление матриц жесткости КЭ в местной системе координат 
 

3. Вычисление матриц ортогонального преобразования КЭ 
 

4. Вычисление матриц жесткости КЭ в общей системе координат 

[K 0
r ] = [Tr] Т [Kr] [Tr]. 

5. Формирование матрицы жесткости конструкции 

                                               [K 0 ] = [А] Т [K 0
к ] [A].                                      

6. Формирование системы уравнений равновесия и ее решение 

[K 0
* ] {Z 0 } = {P 0 }. 

7. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в общей системе 

координат  

{Z 0
к } = [A] {Z 0 }.  

8. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в местной системе 

координат  

{Zr} = [Tr] {Z 0
r }. 

9. Вычисление векторов внутренних силовых факторов КЭ в местной 

системе координат  

{Sr} = [Kr] {Zr}. 
 

1.5. Инструкция по подготовке исходных данных 
 

Используются КЭ: плоской фермы с двумя степенями свободы в узле, 

работающий на растяжение-сжатие и балочный КЭ с тремя степенями 

свободы в узле, работающий на растяжение-сжатие и изгиб. Единицы 

измерений силы и длины в программе могут быть выбраны расчетчиком и 

определяются соответствующими единицами измерений модуля 

упругости материала. Результаты расчета будут в тех же единицах.  
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Таблица 

№ Имя Наименование Формат Строк 

1 JTEXT Текстовая информация о задаче 20А4 1 

2 KYZO 
 
NS 
 
 
KELM 
KMAT 
LENTA 

Число узлов в расчетной схеме  
конструкции, 
число степеней свободы в узле: 
NS=2 – расчет плоской фермы, иначе 
NS=3, 
число КЭ, 
число материалов, 
ширина полуленты матрицы  
жесткости конструкции 

5I5 1 

3 J 
MAT(J) 

Номер материала, 
Е – модуль упругости материала 

I5,F10.1 KMAT 

4 KYZG Число узлов с нагрузкой  
и (или) заданными перемещениями 

I5 1 

5 NYZG 
P1(3) 

Номер узла с нагрузкой, 
Pх, Рy, Mz – вектор узловой нагрузки  
в общей системе координат 

I5, 
3F10.2 

KYZG 

6 J 
COR(2) 

Номер узла, 
X0, Y0 – координаты узла  
в общей системе координат 

I50, 
2F10.2 

KYZO 

7 KELSH Число КЭ с произвольными  
шарнирами 

I5 1 

Если KELSH>0, то №8, иначе №9 

8 
 
 
 
 
 
 

NELM 
MS(6)  

Номер КЭ с шарнирами, 
вектор граничных условий в начале  
и конце элемента: x, y, z, x, y, z, 
(код: 0 – связь, 
          1 – свобода в местной системе 
координат, 
         -1 – свобода в общей системе 
координат) 

I5,6I2 KELSH 

9 IVID Число видов сечений стержневых КЭ I5 1 

10 I1 
GXS(3) 
 
 
 
 

Номер сечения стержневого КЭ, 
геометрические характеристики 
 сечения стержня: 
F – площадь сечения, 
Jz – момент инерции сечения, 
Wz – момент сопротивления сечения 

I5, 
3F10.2 

IVID 
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Окончание табл. 
1 2 3 4 5 
11 
 
 
 
 
 

IE 
IT 
 
 
 
Т(3) 
 
NMAT 

Номер КЭ, 
тип КЭ:  
IT=1 – КЭ плоской фермы, 
IT=2 – балочный КЭ, 
IT=3 – балочный КЭ с шарнирами, 
вектор индексов КЭ и номер типа  
сечения стержня, 
номер материала 

6I5 KELM 

12 NG Узлов с закреплениями I5 1 

13 K1 
ISS(3) 

Номер узла с закреплениями, 
вектор узловых закреплений п 
о степеням свободы узла: x, y, φz 
(код: 0 – связь, 
          1 – свобода)    

I5,3I2 NG 

14 KPER Число заданных перемещений  I5 1 

Если KPER>0, то №15, иначе №16 

15 NYZ 
 
IPER 

Номер узла с заданным  
перемещением, 
номер узловой степени свободы  
заданного перемещения 

2I5 KPER 

16 KPOD Число связей с заданной жесткостью I5 1 

Если KPOD>0, то №17, иначе №18 

17 NYZ 
NSV 
 
GST 

Номер узла с заданной жесткостью, 
номер узловой степени свободы  
заданной жесткости, 
жесткость кинематической связи  

2I5, 
F10.2 

KPOD 

18 /* 
/& 

 

2. ПРИМЕР РАСЧЕТА  
 

Для заданной плоской рамы (рис. 1.10) требуется выполнить: 

- расчет МКЭ с построением эпюр внутренних силовых факторов; 

- статическую проверку; 

- расчет МКЭ на ЭВМ с предоставлением табуляграммы расчета. 
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Рис. 1.10. Плоская рама 

1. Образование расчетной схемы. Кинематический анализ 

На рис. 1.11 приведена конечно-элементная модель рамы. 

 
Рис. 1.11. Конечно-элементная модель заданной рамы  

 

Характеристика модели:  узлов: nу = 4; КЭ: 3; узловых перемещений:  

n = 3·nу = 3·4 = 12. 

Исходные данные: Е = 2·107 
2см

H
, Р = 10 кН, M1 = 10 кН·см,               

M2 = 15 кН·см, F = 100 см2,  Jz = 830 см4.  

 
 
 
 



33 
 

2. Вычисление матриц жесткости КЭ в местной системе координат 

Принятые единицы измерений модуля упругости материала при 

растяжении-сжатии, заданной нагрузки и геометрических характеристик    

рамы: сила – ньютон, длина – см. 
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3. Вычисление матриц ортогонального преобразования КЭ 
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4. Вычисление матриц жесткости КЭ в общей системе координат 

 [K 0
r ] = [Tr] Т [Kr] [Tr].                                  
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5. Формирование матрицы жесткости конструкции 

                                               [K 0 ] = [А] Т [K 0
к ] [A], 

где квазидиагональная матрица жесткости конструкции [K 0
к ] 

формируется согласно (1.4), а матрица соответствий конструкции [A] 

будет  

 


















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






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


































100000000000

010000000000

001000000000

000100000000

000010000000

000001000000

000100000000

000010000000

000001000000

000000000100

000000000010

000000000001

000000100000

000000010000

000000001000

000000000100

000000000010

000000000001

A

 

6. Формирование системы уравнений равновесия и ее решение 

K 0
* ] {Z 0 } = {P 0 },  

{Z 0 } = [K 0
* ]-1 {P 0 }. 

Выполнив преобразования матрицы [K 0 ] согласно условиям 

закрепления рамы, получим следующую систему разрешающих линейных 

уравнений равновесия (табл. 1.4). 

В результате решения разрешающей системы уравнений равновесия 

определяется вектор узловых перемещений конструкции в общей системе 

координат: 
 



35 
 

 
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
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

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
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


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.
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7. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в общей системе 

координат  

{Z 0
к } = [A] {Z 0 },  
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
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                                                                                                                     Таблица 1.4 

Система уравнений равновесия задачи 
 







































































































00000

000010000

00000

000015000

00000

00000

000010000

00000

00000

00000

00000

00000

0
12

0
11

0
10

0
9

0
8

0
7

0
6

0
5

0
4

0
3

0
2

0
1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  






















































333.138330000.00000.0667.69160000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.0

0000.0667.41666660000.00000.0667.41666660000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.0

0000.00000.00000.10000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.0

667.69160000.00000.0333.30433000.62250000.00000.00000.00000.0000.83000000.00000.0

0000.0667.41666660000.0000.62251667.41697790000.00000.00000.00000.0000.62250000.00000.0

0000.00000.00000.00000.00000.00000.10000.00000.00000.00000.00000.00000.0

0000.00000.00000.00000.00000.00000.0333.138330000.00000.0667.69160000.00000.0

0000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.0667.41666660000.00000.00000.00000.0

0000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.10000.00000.00000.0

0000.00000.00000.0000.8300000.62250000.0667.69160000.00000.0333.304330000.00000.0

0000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.10000.0

0000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.00000.1

0K
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8. Вычисление векторов узловых перемещений КЭ в местной системе 

координат  

{Zr} = [Tr] {Z 0
r }. 

 




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

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

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
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.

.

.

.
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9. Вычисление векторов внутренних силовых факторов КЭ в местной 

системе координат  

{Sr} = [Kr] {Zr}. 

        
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




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


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010000
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3
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.

.

.

.

.

S . 

По значениям элементов этих векторов строятся эпюры внутренних 

силовых факторов (рис. 1.12):  

Из условий равновесия (ΣX 0 = 0, ΣY 0 = 0) узлов, в которых 

расположены опоры, определяются горизонтальные и вертикальных 

реакции опор и выполняется статическая проверка:  

 



38 
 

 
 

Рис. 1.12. Эпюры внутренних силовых факторов 
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Статическая проверка: 

ΣX0 = 1,1574 – 1,1574 – 1,9676 + 1,9676 = 0;  

ΣY0 = 10 – 10 = 0. 

 

Табуляграмма расчета 
 
             

Пример: плоская рама (единицы измерений величин: кГ, см) 
 

             
                  И C X O Д H Ы E   Д A H H Ы E 
                  ***************************** 
   

Узлов:             4 
Cт. св. в узле:    3 
Элементов:         3 
Mатериалов:        1 
Лента:             9 
 
Hомер материала  Mодуль упругости 

       1             2000000.00 
    

Узлов с нагрузкой и перемещениями:    2 
              Kоординаты                   Bектор  нагрузки 

Узел        X         Y                 Px         Py         Mz       
    1         .00       .00                .00        .00       0.00 
    2         .00    480.00                .00        .00    1000.00 
    3        0.00    400.00                .00        .00    1500.00 
    4      480.00    480.00                .00   -1000.00       0.00 

 
Элементов с шарнирами:    0 
 
Число различных сечений стержней:  1 
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     Геометрические характеристики сечений КЭ 
Сечение     F        Iz        Wz 

1     100.00    830.00 
 

Элемент  Tип  Mатрица индексов      F         Jz     NMAT 
   1      2      1       2       100.00     830.00     1 
   2      2      1       3       100.00     830.00     1 
   3      2      3       4       100.00     830.00     1 
 

ПPOBEPKA 
Лента MЖK:          9 
КЭ фермы:           0 
Балочных КЭ:        3 
 
 
Узлов с закреплениями:    4 
Условия закреплений: 0 - связь           
                     1 - свобода 
Узел     Dx   Dy   Rz 

    1       0    0    1 
    2       1    0    1 
    3       1    0    1 
    4       1    0    1 
 
 

Заданных перемещений:    0 
 

Cвязей с заданной жесткостью:    0 
 

 
 
                  P E З У Л Ь T A T Ы   P A C Ч E T A 
                 ************************************ 
 
                                      -5 

              Перемещения  узлов (10  ) 
Узел          Dx            Dy            Rz                  

    1            .00           .00    -198011.01 
    2            .00           .00     171000.20 
    3            .00    -900012.06     -91002.12 
    4            .00    -900010.04      46008.03 
 
 

                              Bнутренние  силовые  факторы и напряжения 
Элемент   Mатрица индексов    Nx          Qy          Mz          G  

      1             1            .00     -115.70    -1555.56 
                    2            .00      115.70     1000.00 
      2             1            .00     1000.00     1555.56 
                    3            .00    -1000.00     2444.44 
      3             3        1000.00     -196.76     -944.44                           
                    4       -1000.00      196.76         .00 
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