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Введение 
 
Важной народно-хозяйственной проблемой во многих отраслях техники 

является повышение надежности и продление сроков службы конструкций, 
взаимодействующих с потоком жидкости или газа. Такая проблема, в 
частности, возникает в авиа-ракетостроении, турбо-компрессоростроении, при 
проектировании антенных установок, датчиков давления, камер сгорания, 
реакторов, гидротехнических и высоких наземных сооружений, 
трубопроводных систем, проточных каналов различного назначения, и т. д. 

При проектировании таких конструкций одним из важнейших является 
вопрос об устойчивости колебаний деформируемых элементов, так как 
воздействие потока может не только возбуждать колебания, но и приводить к 
увеличению с течением времени амплитуды, или скорости, или частоты 
колебаний до значений, при которых может произойти разрушение 
конструкции или ее элементов. Задача об исследовании динамической 
устойчивости, а именно - устойчивости по начальным данным, или 
устойчивости по Ляпунову, может быть сформулирована так: при каких 
значениях параметров, характеризующих систему "газ-тело" (основными 
параметрами являются скорость потока, прочностные и инерционные 
характеристики тела, действующие в связи с конструктивными особенностями 
заданные усилия, силы трения и т.д.), малым отклонениям тела от положения 
равновесия в начальный момент времени 0=t  будут соответствовать малые 
отклонения и в любой момент времени 0>t . Такая постановка вопроса 
является существенной для многих задач механики и техники, описываемых 
дифференциальными уравнениями, в которых важно знать не только (а иногда 
не столько) конкретные значения решения этих уравнений при данном 
конкретном значении аргумента, а характер поведения при изменении 
аргумента, в частности, при его неограниченном возрастании. Примерами 
потери динамической устойчивости являются: флаттер крыла самолета и 
панельный флаттер пластин и оболочек, обтекаемых потоком; срывной флаттер 
лопаток турбин и винтов, возникающих в случае обтекания с большими углами 
атаки; колебания проводов, дымовых труб, балок жесткости висячих мостов и 
т. д. 

В статических задачах вопрос об исследовании устойчивости можно 
поставить следующим образом: при каких значениях параметров (внешних, 
внутренних) система может совершать скачкообразный переход (бифуркацию) 
из одного состояния равновесия в другое. В качестве таких основных 
параметров в задачах аэроупругости опять же выступают скорость потока, 
прочностные характеристики, приложенные усилия и т.д. Примерами 
статической потери аэроупругой устойчивости являются дивергенция 
(закручивание) крыла самолета, статическое выпучивание пластин и оболочек 
при обтекании потоком. 
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Таким образом, при проектировании различных конструкций, устройств, 
приборов, аппаратов, систем и т.д., находящихся во взаимодействии с 
газожидкостной средой (обтекаемых потоком жидкости или газа), необходимо 
решать задачи, связанные с исследованием устойчивости упругих элементов, 
требуемой для их функционирования и надежности эксплуатации. 

 С одной стороны, воздействие потока может приводить к отрицательным 
эффектам, являющимся причиной нарушения необходимых функциональных 
свойств элементов, вплоть до их разрушения (например , приводить к 
состоянию неустойчивости вследствие  увеличения амплитуды, скорости или 
частоты колебаний до критически допустимых значений). Такая проблема, 
когда неустойчивость является негативным явлением, возникает, например, при 
проектировании составных частей летательных и подводных аппаратов: 
элерона – составной части крыла, руля высоты – составной части 
стабилизатора, руля направления – составной части киля, панели – составной 
части фюзеляжа, крыла или какой-либо другой части летательного аппарата.  

В то же время для функционирования некоторых технических устройств 
явление возбуждения интенсивных колебаний при аэрогидродинамическом 
воздействии, указанное выше в качестве негативного, является необходимым. 
Примерами подобных устройств, относящихся к вибрационной технике, 
используемых для интенсификации технологических процессов, являются 
устройства для приготовления однородных смесей и эмульсий, в частности, 
устройства для подачи смазочно-охлаждающей жидкости в зону обработки. 

Тонкостенные элементы в форме оболочки, пластины, стержня могут 
относительно легко изгибаться и заметно изменять форму при воздействии 
потока. Это в свою очередь приводит к изменению поля скоростей и давлений в 
жидкости (газе) около тела, и, как следствие, нагрузок на него. Поэтому 
существенным моментом в теории аэрогидроупругости является учет 
взаимного (обратного) влияния деформаций тела и поля скоростей и давлений 
потока (т.е. учет взаимодействия аэрогидродинамических сил, сил упругости, 
сил инерции и т.д.). Следовательно, теория аэрогидроупругости является 
комплексной областью механики, в которой объединены методы механики 
деформируемого тела с одной стороны, и методы аэрогидромеханики - с 
другой. 

В настоящее время аэрогидроупругость представляет собой хорошо 
развитый раздел механики сплошной среды. 

Большие успехи достигнуты в исследованиях динамики и статики несущих 
поверхностей (крыловых профилей). Задачи, поставленные в этом направлении 
еще на ранних стадиях развития авиационной техники, в дальнейшем стали 
актуальными и в турбо-компрессоростроении. Соответствующие результаты 
освещены в работах Белоцерковского С.М., Кочеткова Ю.А., Красовского А.А., 
Новицкого В. В. [23], Келдыша М. В., Гроссмана Е. П., Марина Н. И. [82], 
Смирнова А.И. [133, 134], Фершинга Г. [137], Фына Я.Ц.[144], и др. 
Существенным является предположение о малой относительной толщине 
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профиля, что позволяет применять линейную теорию течения. Облегчает 
исследование часто принимаемое допущение о возможности рассматривать 
только изгиб и кручение крыла как балки. 

Более сложные модели движения и взаимодействия приходится принимать 
при исследовании поведения упругих пластин и оболочек в потоке. Это 
диктуется как более сложной формой их деформирования, так и ориентацией 
по отношению к направлению невозмущенного потока (например, большой 
угол атаки). В этих задачах предполагается малая толщина стенок, в связи с чем 
при сопряжении решений для двух сред контактная поверхность 
отождествляется со срединной поверхностью. Сведение деформированной 
срединной поверхности к исходной и предположение о малых возмущениях 
течения позволяют использовать линейную теорию движения жидкости (газа). 
В частности, подробно изучен сверхзвуковой панельный флаттер с 
применением закона плоских сечений ("поршневой" теории). Результаты, 
полученные в этом направлении, представлены в работах Болотина В. В. [31], 
Вольмира А. С. [42-44], Гонткевича В. С. [50], Григолюка Э. И. [55], Григолюка 
Э. И., Лампера Р. Е., Шандарова Л. Г. [56], Новичкова Ю. Н. [117], 
Бисплингхоффа Р. Л., Эшли Х., Халфмана Р. Л. [29], Доуелла Е. Х. [150-153], 
Доуелла Е. Х., Ильгамова М. А. [154], Фына Я.Ц. [143, 144], Фершинга Г. [137], 
Ильюшина А. А., Кийко И. А. [70-72], Алгазина С. Д. [1], Алгазина С. Д., Кийко 
И. А. [2-5], Кийко И. А., Кудрявцева Б. Ю. [85], Мовчана А. А. [111, 112], Дж. 
Майлса [103, 104], Пановко Я. Г., Губановой И. И. [119], Амбарцумяна С. А. 
[8], Кийко И. А. [83, 84], Ильгамова М. А. [67] и др. 

Гидроупругость плохообтекаемых элементов конструкций (в том числе 
антенн, мостов, трубопроводов) рассматривалась в работах Девнина С. И. [64], 
Казакевича М. И. [75, 76], Белоцерковского С. М., Котовского С. М., Ништа М. 
И. [26], Белоцерковского С. М., Ништа М. И. [27], Белоцерковского С. М., 
Скрапача Б. К., Табачникова В. Г. [28] и др. Существенным здесь является 
отрыв потока с поверхности, моделирование которого представляет большие 
трудности. К этим вопросам тесно примыкают и задачи о динамическом 
поведении мягких оболочек в потоке, сложность моделирования поведения 
которых заключается в больших изменениях формы тела и картины течения, а 
также проницаемости оболочек. Исследованию парашютных систем посвящены 
работы Белоцерковского С. М., Ништа М. И., Пономарева А. Т., Рысева О. В. 
[25], Гулина Б. В., Ильгамова М. А. [63] и др. 

Широкий круг исследований включает в себя описание колебаний и 
распространение волн в оболочке, находящейся в газожидкостной среде или 
содержащей ее, в частности, анализ динамических явлений в камерах сгорания 
и реакторах. Этой проблеме посвящены работы Буйвола В. Н. [32], Ильгамова 
М. А. [68], Рапопорта И. М. [130], Фролова К. В., Антонова В. Н. [142] и др. 

Поведение конструкций при набегании волн давления рассматривалось в 
работах Вестяка А. В., Горшкова А. Г., Тарлаковского Д. В. [40], Галиева Ш. У. 
[45, 46], Горшкова А. Г. [51], Григолюка Э. И., Горшкова А. Г. [57-59], Гузя А. 
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Н. , Кубенко В. Д. [61], Гузя А. Н., Кубенко В. Д., Бабаева А. Э. [62], 
Кармишина А. В., Скурлатова Э. Д., Старцева В. Г., Фельдштейна В. А. [80], 
Кубенко В. Д. [97], Мнева Е. И., Перцева А. К. [110] и др. 

В работах Челомея С. В. [145], Казакевича М. И. [75], Томпсона Дж. М. Т. 
[136], Милославского А. И. [107] и др. рассматривается динамика 
трубопроводов. 

Аэрогидродинамическое воздействие в указанных выше работах, как 
правило, определяется из линейных уравнений движения жидкости или газа. 
Нелинейность течений учитывается в работах [25, 42, 43, 46, 63, 154]. 

Существенным фактором, влияющим на прочностные характеристики 
деформируемых тел, является старение материала (изменение его физико-
механических свойств с течением времени). Хорошо разработанной является 
модель стареющего вязкоупругого тела, согласно которой напряжение в любой 
точке тела зависит от предыстории деформирования материала в данной точке, 
а связь между напряжением и деформацией подчиняется уравнению Вольтерра-
Фойхта. Фундаментальные результаты в теории вязкоупругости и устойчивости 
вязкоупругих тел изложены в работах Александрова А. В., Потапова В. Д. [6], 
Качанова Л. М. [81], Колтунова М. А. [89], Кравчука А. С., Майбороды В. П., 
Уржумцева Ю. С. [95], Пальмова В. А. [118], Постникова В. С. [124], Работнова 
Ю. Н. [127-129], Алфутова Н. А. [7], Ржаницына А. Р. [131], Арутюняна Н. Х., 
Колмановского В. Б. [18], Арутюняна Н. Х., Дроздова А. Д., Колмановского В. 
Б. [17], Ильюшина А. А., Победри Б. Е. [73], Клюшникова В. Д. [87] и др. 

Невозможность в задачах аэрогидроупругости определения силового 
воздействия потока на обтекаемое деформируемое тело до решения задачи об 
определении его деформации (математически это выражается в том, что 
совместное движение тела и жидкости или газа описывается связанной 
системой дифференциальных уравнений для функций прогибов и 
аэрогидродинамических функций) и учет вязкоупругих свойств материала (что 
приводит к появлению в уравнениях движения тел дополнительных 
интегральных членов) увеличивают сложность решения задач о динамике и 
устойчивости вязкоупругих конструкций при аэрогидродинамическом 
воздействии, не позволяют использовать некоторые классические подходы и 
приводят к необходимости разработки специальных методов исследования, 
отличающихся от методов расчета деформаций упругих элементов 
конструкций при заданных нагрузках. 

Аналитические (в т. ч. приближенные аналитические, численно-
аналитические) решения явно содержат основные параметры механической 
системы, и в таком виде они наиболее приспособлены для решения задач 
оптимизации, автоматического управления, автоматизированного 
проектирования, что существенно повышает эффективность их использования. 
Определение требуемых свойств конструкций осуществляется на основе 
вычислительного эксперимента. В то же время такие решения получены лишь 
для некоторых классов задач аэрогидроупругости. Поэтому разработка 
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аналитических и численно-аналитических методов, ориентированных на 
решение широкого класса новых задач динамики и устойчивости вязкоупругих 
конструкций в потоке газа (жидкости), является актуальной научно-
технической проблемой. 

В связанных задачах аэроупругости, рассматриваемых в монографии, 
используется методика исключения аэрогидродинамических функций, 
основанная на методах ТФКП, позволяющая свести решение задач к 
исследованию интегро-дифференциальных уравнений для прогибов пластин. 

При решении аэрогидродинамической задачи давление газа или жидкости 
на пластины определяется через функции, описывающие их неизвестные 
прогибы. При подстановке выражения для давления в уравнения колебаний 
пластин получаем замкнутую систему связанных уравнений для функций 
прогибов. Исследование динамической устойчивости упругих элементов 
проводится на основе построения положительно определенных функционалов, 
соответствующих указанным системам уравнений для прогибов. 

Полученные условия устойчивости накладывают ограничения на 
сжимающие (растягивающие) пластины усилия, скорость невозмущенного 
однородного потока, а также на коэффициенты внутреннего и внешнего 
демпфирования, коэффициент жесткости основания и другие параметры. 

Аэрогидродинамическое воздействие на конструкции определяется из 
асимптотических уравнений движения жидкости или газа в модели идеальной 
несжимаемой среды. При этом различия между терминами "жидкость", "газ" в 
главах 1-3 не делается, так как предполагается, что скорость потока V  
значительно меньше скорости звука. 

Рассматриваются дозвуковой и сверхзвуковой режимы обтекания пластин. 
При дозвуковом режиме рассматривается обтекание как без отрыва, так и с 
отрывом струи, проведен сравнительный анализ. 

В главах 1, 2 для описания колебаний деформируемых элементов 
используются три модели: линейные модели упругого тела и вязкоупругого 
стареющего тела из материала с наследственностью, учитывающие только 
поперечную составляющую деформации, и нелинейная модель упругого тела с 
учетом поперечной и продольной составляющей деформации пластины. В 
главе 3 ипользуется только линейная модель упругого тела. В 4 главе 
рассмотрено несколько нелинейных модельных уравнений, описывающих 
поперечные колебания упругой пластины-полосы и прямоугольной пластины 
при обтекании ее сверхзвуковым потоком газа 

В каждой главе принята своя двойная нумерация формул. Первая цифра 
номера формулы указывает номер главы, вторая – номер формулы в главе. 
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Глава 1. Двустороннее безотрывное обтекание упругой 
пластины дозвуковым потоком идеального газа 

 
1.1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим плоскую задачу аэрогидроупругости о малых колебаниях, 
возникающих при бесциркуляционном обтекании упругой пластины-полосы 
потоком газа или жидкости в модели идеальной несжимаемой среды [37].  

Пусть на плоскости xOy , в которой происходят совместные колебания 
пластины и газа, пластине соответствует на оси Ox  отрезок ],0[ l  (рис.1.1). В 
бесконечно удаленной точке скорость газа равна V  и имеет направление, 
совпадающее с направлением оси Ox . Будем предполагать, что деформации 
пластины и возмущение однородного потока малы, т. е. ),,,(= tyxVx    

1.),,(=  txww  Здесь w  и   – соответственно поперечная составляющая 
деформации пластины и потенциал скорости возмущенного потока газа; yx,  – 
декартовы координаты; t  – время. 

 

 
Рис.1.1. Двустороннее безотрывное обтекание пластины 

 

Потенциал   возмущенного потока удовлетворяет уравнению Лапласа  
 
 

],[0,\=),(0,= 2 lRGyxyyxx                          (1.1) 
 

граничным условиям (условиям непротекания) 
 
 

),(0,,),(),(),,(lim=
0

lxtxwVtxwtyxy
y

y 


                   (1.2) 
 

и условию отсутствия возмущений в бесконечно удаленной точке 
 
 

0.=)( 222
 tyx                                              (1.3) 

 

Аэродинамическое воздействие на пластину, зависящее от поперечной 
составляющей ее деформации ),( txw , выражается через потенциал скорости 

),,( tyx  по формуле 
 
 

0=),(0,),()(=),( ylxVtxP xxtt    .                (1.4) 
 

В дальнейшем будут рассмотрены несколько модельных уравнений малых 
колебаний упругой пластины с учетом силового воздействия потока P  на нее:  

1) Линейная модель упругого тела 
 
 

),(),(),(),(),()(),(),( 210 txPtxwtxwtxwtxwtNtxwDtxwM    ; (1.5) 
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2) Линейная модель вязкоупругого тела 

);,(),(),,(),(),(),()(

),(),(),,(),(),(

2
0

01

21
0

txPdssxwtsxRtxwtxwtxwtN

txwdssxwtsxRtxwDtxwM

t

t






























 













     (1.6) 

3) Нелинейная модель упругого тела с учетом поперечной и продольной 
составляющей деформации пластины 



























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
 









 

).,(),(),(),(),()(

),(),(),(
2

1
),(),(

,0),(),(
2

1
),(

012

2

2

txPtxwtxwtxwtxwtN

txwMtxwDtxwtxutxwEF

txuMtxwtxuEF

 





        (1.7) 

Здесь и в дальнейшем индексы tyx ,,  снизу обозначают производные по 
tyx ,, ; штрих обозначает производную по x  и  , а точка – производную по t ; 

  – плотность газа; 
)1(12 2

3




Eh
D  – изгибная жесткость пластины; h  – толщина 

пластины; пhM   – погонная масса пластины; E , F , п  – модуль упругости, 
площадь поперечного сечения и линейная плотность пластины; 

),,(),,,( 21 tsxRtsxR  – ядра релаксации, характеризующие вязкоупругие свойства 
материала пластины и ее основания; )(tN  – сжимающая (растягивающая) 
пластину сила; 12 ,  – коэффициенты внутреннего и внешнего 
демпфирования; 0  – коэффициент жесткости основания;   – коэффициент 
Пуассона. 

Сжимающая (растягивающая) пластину сила )(tN  может зависеть от 
времени. Например, при изменении теплового воздействия на пластину с 
течением времени )(tN  имеет вид: 

  TNNtN  0 , ,
1

0




T
NT   




2/

2/
0 ,,

h

h
T dztzTET   

где T  – температурный коэффициент линейного расширения, ),( tzT  – закон 
изменения температуры по толщине пластины, 0N  – постоянная составляющая 
усилия, созданная при закреплении пластины. 

Будут рассмотрены также уравнения (1.5), (1.7) с учетом запаздывания по 
времени реакции основания пластины, тогда слагаемое ),(0 txw  заменяется 
выражением ),( 00 ttxw  , где 0t  – время запаздывания реакции основания. 
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1.2. Определение силового воздействия потока 
 

В области G , считая t  параметром, введем комплексный потенциал 
 itzfW =),(= , где ),,(= tyx  – функция тока, iyxz =  [37]. Так как 

),( tzf  – аналитическая функция комплексного переменного z , то yx  = . 

Тогда согласно (1.2) на границе области G  имеем  
),(),(=),0,( tCtxtx 

                                  (1.8) 

где ),(0,,)(=),(
0

lxdxVwwtx
x

xt   )(),( tCtC   – произвольные функции. 

С помощью функции 
z

zl 
=  конформно отобразим область G на 

верхнюю полуплоскость 0}>:{=  ImH , при этом 0>
z

zl 
 на верхнем 

берегу разреза [0,l]. В случае бесциркуляционного обтекания )),(( tzif   – 
однозначная аналитическая функция в полуплоскости H, а на границе 

0)==( Im  значения ее вещественной части равны  







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
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=))),(((


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
tCtx

tCtx
txifRe  

Зависимость )(= xx  определяется из формулы  

z

zl 
=  при .<<,

1
=:=,=

2






 l

xxz  

Воспользовавшись интегралом Шварца для полуплоскости, будем иметь: 
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
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 
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где С(t) – произвольная функция времени. 

Преобразуем полученное выражение, полагая 
x

xl 
=   



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
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Так как )0,(0,=)0,(0, tt   , то из выражения (1.8) следует, что 

).()( tCtC    Подставляя 
z

zl 
= , получим  
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)()(
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Проинтегрируем предпоследнее слагаемое  
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Подставляя в выражение для ),( tzf , получим 

),(
)()(

),()(
=),( 1

0

tC
xzxlx

dxtxzlz
tzf

l










 

где )()()(1 tiCtCtC  . 
В силу условия (1.3) constCtC  11 )( . Без ограничения общности можно 

считать, что 0=1C . Поменяем переменную интегрирования x  на   в 
выражении для ),( tzf : 

.
)()(

),()(
=),(

0







d
zl

tzlz
tzf

l




                             (1.9) 

Учитывая, что 
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
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

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


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
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
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



 z

l

zlz

l

z

zlz

z

)(

)(

)(
=

)(
, 

имеем  

.
)(

),(
)(

1)(

)(

),(1
=),(
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














d
z

l
t

zlz
d

z

zlz

l

t
tzf

l

z

l

z






























   

Интегрируя по частям, получим следующее выражение для сопряженной 
комплексной скорости:  

.
)(),(

)(

1
=),(

0









d

z

lt

zlz
tzf

l

z 






                           (1.10) 

Очевидно 0=)(=),(  yxz itf  , т. е. условие (1.3) выполняется. 

Выразим теперь правую часть (1.4) через функцию деформации ),( txw . 
Для этого перейдем в (1.9) к пределу )(0,0, lxixz  . Согласно формулам 
Сохоцкого будем иметь  
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

 d
xl

txlx
i

l


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Следовательно,  

.
)()(

),()(2
=

0





 
l
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xl

d

t

txlx





  

Из формулы (1.10) при )(0,0, lxixz   согласно формулам Сохоцкого 
находим 
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







 d
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xlx
i

l

xx 






  )(),(

)(

1
=

0

. 

Следовательно,  









 d

x
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xlx

l

xx 






  )(),(

)(

2
=

0

. 

Согласно формуле (1.4) запишем выражение для аэродинамического 
воздействия на пластину 

.
)(),(

)(

2

)()(

),()(2
=),(

0 0
  










 l l
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x
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V
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
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











 (1.11) 

Преобразуем правую часть этого равенства к более удобному для 
исследования виду. С этой целью введем функцию  

;
)()(

)()(
2=),(

xllx

xllx
lnxK







                                (1.12) 

.],[0,, xlx    Нетрудно видеть, что ).,(=),(0,),(  xKxKxK   
Учитывая, что  

,
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=
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запишем (1.11) в виде  

),0(,
),(),(),(),(

=),(
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.  (1.13) 

Проинтегрируем первый интеграл в правой части (1.13) по частям. 
Учитывая, что 0=)(0,t  и 0=),( xlK , получим  
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=),(
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lxd
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


. 

Подставляя выражение для ),( t , окончательно запишем [37] 

).,0(
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)),(),((),()),(),((=),(
00

lx

d
x

xK
twVtw
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dxKtwVtwtxP

ll




  







 (1.14) 

Если решение ),( txw  уравнений (1.5), или (1.6), или (1.7) (в зависимости от 
модели упругого тела) с учетом (1.14) найдено, то, полагая в (1.9) iyxz =  и 
отделяя вещественную часть, получим потенциал ),,( tyx . 

 
1.3. Исследование динамики и устойчивости 

для линейной модели упругого тела. 
 

1.3.1. Исследование устойчивости для w(x,t) в случае 0)( tN . 
Согласно (1.5), (1.14), запишем уравнение для определения поперечной 

составляющей деформации пластины ),( txw  
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







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dxKtwVtw

txwtxwtxwtxwtNtxwDtxwM
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




 



 (1.15) 

где ),0( lx , а ядро ),( xK   определено выражением (1.12). 
Получим достаточные условия устойчивости решения интегро-

дифференциального уравнения (1.15) по отношению к возмущениям начальных 
условий. Введем функционал  

  ),()()(= 2
0

222

0

tJtIdxwwtNwDwM
l

                 (1.16) 
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

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


dxKtwtxwdx
V

tJdxKtwtxwdxtI
llll

   (1.17) 

Найдем производную от   по t  

  .)()(2)(2)(22= 0
2

0

tJtIdxwwwwtNwtNwwDwwM
l

     

Для функции ),( txw , являющейся решением уравнения (1.15), это равенство 
примет вид 
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
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 (1.18) 

Уравнение (1.15) получено при любых способах закрепления упругой 
пластины. Пусть концы пластины закреплены жестко или шарнирно, тогда 
граничные условия для ),( txw  имеют вид  

.=или00;=),(=),()20,=),(=),()1 lxxtxwtxwtxwtxw             (1.19) 
Проведем интегрирование по частям с учетом условий (1.19): 

.=,=,= 2
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            (1.20) 

Пусть выполняются неравенства 
0,)(0,0,0, 210  tN                                   (1.21) 

тогда с учетом (1.20) для   получим 
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Изменяя порядок интегрирования и используя условия (1.19), проведем 
интегрирование по частям 
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
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             (1.23) 

В последнем равенстве поменяли местами переменные интегрирования x  и   
(учитывая, что ),(=),(  xKxK ). 

Аналогично получим 
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00

0000





dxKtwtxwdx

dx
x

xK
twtxwdd

x

xK
twtxwdx

ll

llll



















         (1.24) 

где в последнем равенстве возвратились к прежнему порядку интегрирования. 
Преобразуем интегралы )(,)( tJtI  , учитывая, что ),(=),(  xKxK : 

,),(),(),(
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=),(),(),(=)(
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
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                                (1.26) 

С учетом (1.23)-(1.26) неравенство (1.22) примет вид  
.0                                                      (1.27) 

Интегрируя (1.27) от 0 до t, получим:  
.(0))(  t                                                 (1.28) 

Учитывая неравенства (7), (10), полученные в приложении 1: 
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оценим (0),)(  t : 
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где ).(sup,,0)(=,0),(=,0),(=,0),(= *
0000 tNNxwwxwwxwwxww

t
  

Таким образом, из (1.28), (1.31), (1.32) получим 
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                 (1.33) 

Рассмотрим краевую задачу для уравнения ][0,),(=)( lxxxIV     
с краевыми условиями (1.19). Эта задача является самосопряженной и 
полностью определенной. Действительно, интегрируя по частям, нетрудно 
убедиться, что  
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для любых функций )(xu  и )(xv , удовлетворяющих рассматриваемым краевым 
условиям и имеющих на ][0,l  непрерывные производные четвертого порядка. 
Для функции ),( txw  запишем неравенство Рэлея [90]:  
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    

где 1  – наименьшее собственное значение рассматриваемой краевой задачи 
(для различных типов закреплений 1  представлены в Приложении 2). 
Интегрируя по частям, представим это неравенство в виде:  
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                                      (1.34) 

Далее, воспользовавшись неравенством Буняковского, будем иметь  
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Пусть выполняется условие  
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тогда с учетом (1.34) – (1.36) из (1.33) получаем неравенство  
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
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

 
    

из которого следует, что малым отклонениям начальных значений 000 ,, www  , 
соответствуют малые отклонения ),( txw , т. е. решение уравнения (1.15) 
устойчиво по отношению к возмущениям начальных данных. 
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Теорема 1.1. Пусть выполнены условия (1.21) и (1.36). Тогда решение 
),( txw  уравнения (1.15) устойчиво по отношению к возмущениям начальных 

значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  удовлетворяет 
краевым условиям (1.19). 

Замечание. Из неравенства (1.33) следует устойчивость ),( txw , а из 
неравенств (1.33), (1.34) – устойчивость ),( txw  в среднем (в интегральном 
смысле) по отношению к возмущениям начальных значений 000 ,, www   при 
выполнении указанных в теореме условий. 

 
1.3.2. Исследование устойчивости для w(x,t) в случае, когда )(tN  

знакопеременная функция. 
Теорема 1.1 справедлива в случае, когда 0)( tN . Исследуем устойчивость 

уравнения (1.15), когда )(tN  отрицательная или знакопеременная функция 
Введем функционал 
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tIdxwwwwMwwtNwDwM    (1.37) 
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
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(1.38) 

где 0  – некоторый постоянный параметр. 
Дифференцируя (1.38) по t , получим 
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Для функций ),( txw , являющихся решениями уравнения (1.15), выражение 
для   принимает вид 
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 (1.39) 
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Пусть граничные условия имеют вид (1.19), тогда учитывая (1.20) и 
соотношения 
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из (1.39) получим 
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(1.40) 

Учитывая равенства (1.23) – (1.26) и соотношения 
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получим 
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 (1.41) 

Применим формулу (6) приложения 1 к функции ),(),( txwVtxw  : 

.0),()),(),())(,(),((
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
ll

dxKtwVtwtxwVtxwdx 
 

Преобразовывая, получим оценку 
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),(),(),(),(),(),(2
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0 00 0

 
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         (1.42) 

С учетом (1.42), равенство (1.41) примет вид 
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 
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Применяя оценки (1.29), (1.30), получим 

   
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688,1)(2)(222
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dxwwD

wlVtNtNwlMw
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  
 (1.43) 

Для оценки (1.41) можно воспользоваться также неравенством (13) 
приложения 1 и неравенствами (1.29), (1.30). Тогда получим 

 
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


              (1.44) 

С целью дальнейшей оценки правой части (1.43) и (1.44) рассмотрим 
краевую задачу для уравнения )()( xxIV    с краевыми условиями (1.19). 
Эта задача является самосопряженной и полностью определенной. Для 
функции ),( txw  запишем неравенство Рэлея 

,),(),(),( 2
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0

dxtxwdxtxwtxw
l

IV
l

     

где 1  – наименьшее собственное значение рассматриваемой краевой задачи 
(для различных типов закреплений значения 1  представлены в Приложении 
2). Интегрируя по частям, представим это неравенство в виде:  
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Так как 
,0,0,0,0,0 210  DM                                 (1.46) 

то, учитывая, что 0 , и используя неравенства (1.34), (1.45), из (1.43), (1.44) 
получим 

 
   ,2688,1)(2)(2

22

2
0

22
1

2
121

0

dxwwlVtNtND

wlM
l







 




                (1.47) 

 
   ,2844,1)(2)(2

505,12

2
0

22
1

2
121

0

dxwwlVtNtND

wlM
l







 




              (1.48) 

Пусть выполняются неравенства 
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или 
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1121   lVtNtNDlM  ,    (1.50) 

тогда, с учетом (1.46), окончательно получим .0)(  t  Интегрируя от 0 до t , 
будем иметь: 

).0()(  t                                                    (1.51) 
Используя неравенства (1.29), (1.30), (1.34) и неравенство (12) приложения 1  
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где ).0(,,0)(=,0),(=,0),(= 0000 NNxwwxwwxww   
Оценим )(t : 
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где )(sup* tNN
t

 . 

Для дальнейшей оценки (1.53) используются два подхода. 
I. Используя неравенство (12) приложения 1 
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получим 
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С целью дальнейшей оценки правой части (1.54) рассмотрим краевую 
задачу для уравнения )()( xx    с краевыми условиями (1.19). Эта задача 
является самосопряженной и полностью определенной. Для функции ),( txw  
запишем неравенство Рэлея [90] 
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где 1  – наименьшее собственное значение рассматриваемой краевой задачи. 
Интегрируя по частям, представим это неравенство в виде 
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Пусть выполняется условие  
  ,05,0422,0*

211  VlVND                     (1.56) 
тогда с учетом (1.55), (1.56) неравенство (1.54) примет вид 
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  (1.57) 

где )1,0(  – постоянная величина, выбираемая в зависимости от параметров 
механической системы. 

Согласно критерию Сильвестра, квадратичная форма относительно 
),(),,( txwtxw   в (1.57) будет неотрицательной, если выполняются условия: 

  
   .05,0422,0

)505,01(,0
22*

2111

10





MVlVND

lVlMlM




     (1.58) 

Если выполняются неравенства 
    ,0)505,01(,0 22

10  MlVlMlM     (1.59) 
то можно положить 0 , иначе для нахождения   во втором условии (1.58) 
знак неравенства заменим на знак равенства, и, выражая   из этого равенства, 
получим 
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Следовательно, условия (1.58) запишутся в виде 
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Используя (1.35), окончательно оценим (1.57) следующим образом 
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   (1.61) 

Используя оценки (1.52), (1.61), получим неравенство 
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из которого следует теорема 
Теорема 1.2. а) Пусть выполнены условия (1.46), (1.49), (1.56) и (1.58). 

Тогда решение ),( txw  уравнения (1.15) устойчиво по отношению к 
возмущениям начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , 
если ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (1.19). 

б) Пусть выполнены условия (1.46), (1.50), (1.56) и (1.58). Тогда решение 
),( txw  уравнения (1.15) устойчиво по отношению к возмущениям начальных 

значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  удовлетворяет 
краевым условиям (1.19). 

Замечание 1. Условия (1.58) выполняются, если выполняются условия 
(1.59) или условия (1.60). 

Замечание 2. Для практического расчета устойчивости механической 
системы необходимо из одного условия выразить параметр   и подставить в 
остальные. 

Замечание 3. Если положить 0 , то получим, как следствие, 

теорему 1.1 для случая 0)( tN . 
 

II. Оценим правую часть (1.53), используя только критерий Сильвестра, 
для этого представим (1.53) в виде  
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(1.62) 

где )1,0(,,,,1 43214321   . 
Преобразуем неравенство (1.62) к виду 
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где 05   – некоторая постоянная величина. 
Оценим интеграл, используя неравенство Буняковского 
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Пусть выполняется неравенство 
0422,0 2*

211  VlND  .                           (1.63) 
Тогда, используя неравенства (1.35), (1.55), получим 
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



 (1.64) 

Исследуя квадратичную форму относительно ,),(,),(,),( txwtxwtxw   

 dxKtw
l

),(),(
0
  во втором интеграле, согласно критерию Сильвестра запишем 

условия ее положительной определенности 
  0422,0 22*

2111410   MVlND ,            (1.65) 
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 (1.66) 

Пусть выполняется условие 
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  010,4143422,0 5
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21112   lVlND .              (1.67) 
Тогда с учетом (1.65), (1.66), неравенство (1.64) примет вид: 
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используя которое совместно с (1.52), получим 
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Из этого неравенства следует теорема. 
Теорема 1.3. а) Если найдутся неотрицательные числа 5432 ,,,  , 

,1432    такие, что выполняются условия (1.46), (1.49), (1.63) и (1.65) – 
(1.67), и функция ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (1.19), то решение 

),( txw  уравнения (1.15) устойчиво по отношению к возмущениям начальных 
значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  . 

б) Если найдутся неотрицательные числа 5432 ,,,  , ,1432    
такие, что выполняются условия (1.46), (1.50), (1.63) и (1.65) – (1.67), и функция 

),( txw  удовлетворяет краевым условиям (1.19), то решение ),( txw  уравнения 
(1.15) устойчиво по отношению к возмущениям начальных значений прогибов, 
скоростей и кривизн 000 ,, www  . 

Замечание. Если выполняются условия (1.46), (1.49), (1.63) или условия 
(1.46), (1.50), (1.63), то исследование устойчивости сводится к решению 
системы неравенств (1.65) – (1.67) относительно 5432 ,,,   при условии 

1432   . 
 
1.3.3. Исследование устойчивости для ),( txw  
Для исследования устойчивости ),( txw  продифференцируем уравнение 

(1.15) по переменной t : 

).,0(

,
),(

)),(),((),()),(),((),(

),(),(),()(),()(),(),(

00
2

10

lx

d
x

xK
twVtw

V
dxKtwVtwtxw

txwtxwtxwtNtxwtNtxwDtxwM
ll








 












 (1.68) 

Введем функционал  
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где 0  – некоторый неотрицательный параметр. 
Найдем производную от   по t  
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Для функции ),( txw , являющейся решением уравнений (1.68), (1.15), это 
равенство примет вид 
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Пусть граничные условия имеют вид (1.19). Проведем интегрирование по 
частям с учетом этих условий: 
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Подставляя (1.72) в равенство (1.71), получим 
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Пусть выполняются неравенства 
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Интегрируя (1.74) от 0 до t, будем иметь:  
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Используя неравенство Рэлея, получим 
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где 1  – наименьшее собственное значение краевой задачи ),(=)( xxIV    
][0,lx , с краевыми условиями (1.19). 

Далее, воспользовавшись неравенством Буняковского, будем иметь  
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Пусть выполняются условия  



 - 30 -

0,
3257,1

,0
3257,1

,0

2
*

1

2
*

*
0

2*
1

1
0

2*





























Vl
ND

Vl
NN

M

N
D

M

N
D 



 (1.80) 

тогда с учетом (1.78), (1.79) из (1.77) получаем неравенство  

.
3257,1

3257,13257,1

3257,1
)(

22
*

*
0

2*
1

1

22
*

1
2

2
*

1

2
2

*
*

0

2*
1

1
0

l

wVl
NN

M

N
D

l

wVl
NDdxw

Vl
ND

w
Vl

NN
M

N
Dt

l













 












 













 





















 



 




























  (1.81) 

В соответствии с (1.75), (1.76), (1.81), можно записать неравенство 
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из которого следует теорема 
Теорема 1.4. Пусть выполнены условия (1.73) и (1.80). Тогда решение 
),( txw  уравнения (1.15) и его производная ),( txw  устойчивы по отношению к 

возмущениям начальных значений 00000 ,,,, wwwww   , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (1.19). 

 
1.3.4. Исследование устойчивости для w(x,t) с учетом запаздывания 

реакции основания пластины. 
Исследуем устойчивость упругой пластины с учетом запаздывания 

реакции основания пластины. Дифференциальное уравнение (1.15) примет вид: 
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где 0t  – время запаздывания реакции основания. 
Введем функционал: 
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Найдем производную от   по t: 
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Учитывая, что ,),(),(=),(
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являющихся решениями уравнения (1.82), полученное выражение для )(t  
принимает вид: 
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Пусть граничные условия имеют вид (1.19), тогда с учетом (1.20), (1.21) 
получим: 
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Используя неравенство 222 baab  , имеем ),(),(),(),(2 22 sxwtxwsxwtxw   . 
Подставляя эту оценку в (1.85), с учетом (1.23) – (1.26) окончательно находим  

 dxwtwwt
l

2
00

2
2

2
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0

2)(     .                                  (1.86) 

Используя (1.44), неравенство (1.86) представим в виде 

.)(
2

)( 2
00211

01

dxwtt
l

   


                                  (1.87) 
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Пусть выполняется условие 
0,21100   t                                                     (1.88) 

тогда 0)(  t . Интегрируя от 0 до t, получим: 
(0).)(  t                                                       (1.89) 

Оценивая (1.89) как в п. 1.3.1, получим неравенство 

   ,|)0(|)(
),(3257,1 2
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*

1 dxwwNDwlM
l

txwVl
ND

l




 






 
    

из которого следует теорема. 
Теорема 1.5. Пусть выполнены условия (1.21), (1.36) и (1.88). Тогда 

решение ),( txw  уравнения (1.51) устойчиво по отношению к возмущениям 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (1.19). 

 
1.3.5. Исследование динамики на основе метода Галеркина 
Решение уравнения (1.15) будем искать методом Галеркина, подчинив 

искомую функцию ),( txw  краевым условиям (1.19): 
.0=),(=),(2)0;=),(=),(1) txwtxwtxwtxw   

Так, например, условия 1) – 1): 0=),(=),(0,=)(0,=)(0, tlwtlwtwtw   означают 
жесткое закрепление обоих концов, условия 1) – 2) – жесткое закрепление 
левого конца и шарнирное опирание правого и т.д. Зададим также начальные 
условия  

),(=,0)(),(=,0)( 21 xfxwxfxw                                      (1.90) 
которые должны быть согласованы с краевыми условиями. 

Согласно методу Галеркина решение уравнения (1.15) ищется в виде  

),()(=),(
1=

xgtatxw kk

n

k
                                         (1.91) 

где )(xgk  – базисные функции, подобранные так, чтобы выполнялись заданные 
краевые условия, а функции )(tak  определяются из условия ортогональности 
невязки уравнения ко всем базисным функциям. 

В качестве базисных возьмем функции 
1,2,3,=,shchsincos=)( kxDxCxBxAxg kkkkkkkkk          (1.92) 

Коэффициенты kkkk DCBA ,,,  и параметр k  выберем так, чтобы на каждом из 
концов отрезка [0, l] выполнялось одно из следующих уcловий: 

1,2,3,=0;=)(=)(2)0;=)(=)(1) kxgxgxgxg kkkk               (1.93) 
Тогда функция ),( txw  в виде (1.91) будет удовлетворять условиям (1.19). 
Заметим, что k  и )(xgk  – собственные значения и собственные функции 
краевой задачи  

)(=)( 4 xgxg IV                                                 (1.94) 
с граничными условиями (1.93). Задача (1.94), (1.93) – самосопряженная и 
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полностью определенная, следовательно, система функций 
1=)}({ kk xg  

ортогональна на [0, l]. В этом случае согласно теореме о разложении любую 
функцию )(xU , четырехкратно непрерывно дифференцируемую в ),0( l  и 
удовлетворяющую соответствующим краевым условиям, можно разложить в 

ряд )(=)(
1=

xgcxU kk
k



, абсолютно и равномерно сходящийся в ),0( l . В 

приложении 3 выписаны k  и )(xgk  для различных типов закреплений. 
Условия ортогональности невязки уравнения (1.15) к базисным функциям 

n
mm xg 1=)}({  позволяют записать систему уравнений для )(tam : 
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
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mkkkk
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k
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





   (1.95) 
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nmdxxKxgKdxxKxgKdxxg m

l

mm

l

mm

l

m    

Условия ортогональности невязки начальных условий (1.90) к базисным 
функциям позволяют найти начальные значения (0)ma : 

.)()(
1

)0(,)()(
1

)0(
0

2
0

1  
l

m
m

m

l

m
m

m dxxgxfadxxgxfa


              (1.96) 

Таким образом, получили задачу Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (1.95) с начальными условиями (1.96). 

 
1.3.6. Устойчивость решения в первом приближении 
При 1 mn  из (1.95) получим 

0,=)()()()( 111 tatCtaBtaA                                       (1.97) 
где 

,)()(= 111
0

1 

 dKgMA

l

  1
4
121 )(=  B , 

  .)()()()(=)( 211
0

2
2

1
0

10
4
1 


 dKg

V
dxxgtNDtC

ll

   

Получим достаточные условия устойчивости по Ляпунову для произвольного 
решения этого уравнения. Поскольку уравнение линейное, то достаточно 
исследовать устойчивость тривиального решения 0)(1 ta . 

Введем функционал: 
.)()()(= 2

1
2

1 tatCtaA                                           (1.98) 

Предполагая, что 0B , для производной 
dt

d
 будем иметь 
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  0,)(2=)()()(2)()()()(2)( 2
111111  taBtatatCtatCtaBtat  

следовательно, (0).)(  t  Учитывая (1.98), получим: 

(0).(0)(0))()()( 2
1

2
1

2
1

2
1 aCaAtatCtaA   

Отсюда следует 
Теорема 1.6. Решения уравнения (1.97) )(1 ta  и производная )(1 ta  

устойчивы по Ляпунову, если выполняются условия  
0)(0,0,>  tCBA .                                            (1.99) 

Проанализируем условия устойчивости (1.99) для конкретных типов 
закреплений и проведем численный анализ условий устойчивости для 
различных типов закреплений.  

Приведем вид базисных функций для разных видов закреплений: 

ж-ж: 
l

xxxxxg
73,4

=),chcos018(,1shsin=)( 111111   , 

ж-ш: 
l

xxxxxg
93,3

=,chcosshsin=)( 111111   , 

ш-ж: 
l

xxxg
93,3

=,sh028,0sin=)( 1111   , 

ш-ш: ,
14,3

=,sin=)( 111 l
xxg   

где введены обозначения: ж – жесткое закрепление конца 
( lxxgxg 0,=0,=)(=)( 11  ), ш – шарнирное ( )0,=0,=)(=)( 11 lxxgxg  . 

Численные значения интегральных членов в условиях устойчивости 
приведены в таблице 1.1. 

Таблица 1.1 
 

 dKg
l

)()( 111
0
   dKg

l

)()( 211
0

   dg
l

)(2
1

0

   dg
l

)(2
1

0
1   

ж-ж 22,662 l  14,437 
l

12,6915
 l1,03863  

ж-ш 22,605 l  11,949 
l

11,5038
 l1,00628  

ш-ж 20,717 l  17,436 
l

5,7479
 l0,50149  

ш-ш 21,342 l  4,954 
l

4,9348
 l5,0  

 

Из приведенной таблицы следует, что область устойчивости на плоскости 
),( NV , в соответствии с третьим неравенством (1.99), определяется 

неравенствами 2
10<0, VaaNV  , где 10 , aa  – положительные постоянные. 

Проведем сравнение результатов теорем 1.1 и 1.6 на плоскости ),( NV . 
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Будем считать, что пластина находится в потоке воздуха ( 1 ) и 

изготовлена из алюминия ( 10107 E ), концы пластины закреплены шарнирно. 
Тогда при 005,0h  получим 7,806D . Пусть длина пластины 2l , 
основание отсутствует – 00  . 

1) Для шарнирно закрепленных концов наименьшее собственное значение 
,4672/ 22

1  l  и условие (1.36) запишется в виде .844,013,1990< 2VN   
Третье условие (1.99) примет вид 

  .639,013,1990<0)()()()( 2
211
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2
2
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1 VNdKg

V
dxxgtND

ll

  

  

Вершины у парабол совпадают, но коэффициенты при 2V  отличаются на 
205,0 .  

2) Для жестко закрепленных концов наименьшее собственное значение 
,879/4 22

1  l , и условие (1.36) запишется в виде .844,081,7961< 2VN   

Третье условие (1.99) примет вид .0,7218206,826< 2VN   В данном случае 

вершины у парабол не совпадают, но коэффициенты при 2V  отличаются только 
на 123,0 . 

В следующем пункте будут получены условия устойчивости для 
приближения любого порядка. 

 
1.3.7. Устойчивость решения в n-ом приближении 
Рассмотрим устойчивость системы (1.95):  

  ,0)())(()()()()()(
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k
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При этом следует учесть, что mkkmmkkmmkkmmkkm HHGGFFEE  ,,, . 
Получим достаточные условия устойчивости по Ляпунову для 

произвольного решения системы уравнений (1.100). Поскольку уравнения 
системы линейные, то достаточно исследовать устойчивость тривиального 
решения    0,,0,0)(,,)(,)( 21  tatata n . 

Введем функционал: 

   .)()())(()()()()(=
1 11

22 
 
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k
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m
mmmm tataHtNGtataEtaCtaA  (1.101) 

Найдем производную от   по t  
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  
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    (1.102) 

Здесь учтена симметричность матриц kmkmkm HGE ,, , например,  
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Пусть выполняется условие 
0)(  tN ,                                            (1.103) 

тогда  
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Для функций )(,,)(,)( 21 tatata n , являющихся решением уравнения (1.100), из 
равенства (1.102) с учетом (1.103) следует 
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Учитывая, что mkkm FF  , получим 
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Пусть выполняется условие 
nmBm ,,1,0  ,                                   (1.105) 

тогда неравенство (1.104) примет вид 0 , интегрируя которое от 0 до t, 
получим:  

.(0))(  t                                            (1.106) 
Оценим (0),)(  t : 
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Рассмотрим двойные суммы в выражении для )0(  
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Тогда для )0(  получим оценку 
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Рассмотрим двойные суммы в выражении для )(t  
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Тогда для )(t  получим оценку 
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Рассмотрим квадратичную форму 
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относительно )(,,)(,)( 21 tatata n . По критерию Сильвестра квадратичная форма 
будет положительно определенной, если выполняются условия 
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 (1.108) 

В силу условий (1.108) можем окончательно записать 

 ,)()()(
1

22



n

m
mmmm taCtaAt                               (1.109) 

где 0  – некоторое положительное число. 
Таким образом, из (1.106), (1.107), (1.109) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
Теорема 1.7. Пусть выполнены условия (1.103), (1.105) и (1.109). Тогда 

решение  )(,,)(,)( 21 tatata n  системы уравнений (1.100) и его производная 
 )(,,)(,)( 21 tatata n   устойчивы по отношению к возмущениям начальных 
значений (0),,(0),(0) 21 naaa  , (0),,(0),(0) 21 naaa   . 

Докажем, что из устойчивости )(,,)(,)( 21 tatata n  следует устойчивость 

приближенного решения .)()(=),(
1=

xgtatxw kk
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k
n   Для этого оценим 
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где )(supmax* xgg k
xk

 . Тогда из устойчивости nktak ,,1,)(  , которая 

вытекает из неравенства (1.110), следует устойчивость ),( txwn  при 
фиксированном n . 

 

1.3.8. Численный эксперимент в задачах о динамике упругого элемента при 
постоянном усилии N 
 

Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Возьмем 

следующие параметры механической системы 2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 
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31,0 , 7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все значения 

приведены в системе СИ) 
 
Шарнирное закрепление концов пластины 

С помощью математической системы Mathematica для данных значений 

параметров получим графики функции 
l

k
xtatxw k

k
kk

  


4

1
,sin)(),(  при 

0,4/*  tlx  и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях VN ,  и различных 
начальных условиях (Рис. 1.2 – 1.5, 1.8 – 1.11). 
 

1) 4433 )(005,0)0,(,)(01,0)0,( xlxxwxlxxw   . 
30,1000  VN  

При этих значениях параметров по теореме 1.1 колебания пластины устойчивы: 
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Рис.1.2. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.3. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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30,2000  VN  

При этих значениях параметров условие (1.36) теоремы 1.1 не выполняется, 
поэтому нельзя гарантировать устойчивость колебаний пластины: 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

wHx* ,tL

 2 4 6 8 10
t

2ґ101 7

4ґ101 7

6ґ101 7

8ґ101 7

wHx* ,tL

 
Рис.1.4. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.5. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Очевидно, что происходит нарушение устойчивости колебаний. 
Исследуем сходимость приближений. 
При 30,1000  VN , 4433 )(005,0)0,(,)(01,0)0,( xlxxwxlxxw    

рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.6), разницу между 
вторым и третьим, третьим и четвертым приближениями (Рис. 1.7). 
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Рис.1.6. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.1.7. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 

2)    lxxwlxxw /2sin015,0)0,(,/2sin001,0)0,(    . 
30,1000  VN  
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Рис.1.8. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.9. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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30,2000  VN  
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Рис.1.10. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.11. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Исследуем сходимость приближений. 

При 30,1000  VN , 
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рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.12), разницу между 
вторым и третьим приближением, между третьим и четвертым приближениями 
(Рис. 1.13). 
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Рис.1.12а. Графики функций )(),( 21 tata  
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Рис.1.12б. Графики функций )(),( 43 tata  
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Рис.1.13. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 
 
Жесткое закрепление концов пластины 

С помощью математической системы Mathematica для заданных значений 

параметров получим графики функции 
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и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях VN ,  (Рис. 1.14 – 1.17). Пусть 

начальные условия имеют вид ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw  . 
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 , где k  – корни уравнения 1chcos ll kk  , т. е. 

;1372,14;9956,10;8532,7;73,4lk  
 

30,6800  VN  

При этих значениях параметров по теореме 1.1 колебания пластины устойчивы: 
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Рис.1.14. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.15. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

30,7800  VN  

При этих значениях параметров условие (1.36) теоремы 1.1 не выполняется, 
поэтому нельзя гарантировать устойчивость колебаний пластины, что и 
подтверждается расчетом: 
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Рис.1.16. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

Исследуем сходимость приближений. 
При 30,6800  VN , 4433 )(005,0)0,(,)(01,0)0,( xlxxwxlxxw    

рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.17), разницу между 
вторым и третьим, третьим и четвертым приближениями (Рис. 1.18). 
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Рис.1.17а. Графики функций )(),( 21 tata  
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Рис.1.17б. Графики функций )(),( 43 tata  
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Рис.1.18. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 

Обсудим рисунки 1.6, 1.7, 1.12, 1.13, 1.17, 1.18. Видим, что в случае 
шарнирного закрепления с начальными условиями  ,/2sin001,0)0,( lxxw   

 lxxw /2sin015,0)0,(   главную роль играет слагаемое с )(2 ta . Это связано с 
тем, что начальные условия задаются второй гармоникой )/2sin( lx . А в случае 
жесткого и шарнирного закреплений с начальными условиями 

,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw   главную роль играют 
слагаемые ),(),(),( 531 tatata , причем сходимость достаточно медленная, что 
можно наглядно увидеть в случае жесткого закрепления на рис. 1.20. 

 

Для проверки выполненных численных расчетов проведем сравнение 
результатов, полученных в системе Mathematica методом Рунге-Кутта, с 
результатами, которые получим в системе Mathcad методом итераций. 

Сведем систему интегро-дифференциальных уравнений (1.95) к 
векторному уравнению Вольтера II рода для дальнейшего применения метода 
итераций к этому уравнению. 

Перепишем систему (1.95) в виде  
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Тогда система (1.111) эквивалентна матричному уравнению 
0)()()()( 123  tvtZtvPtv , 

которое можно записать в виде интегральной системы 
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где 21, cc  – векторы начальных условий, определенных выражениями (1.96), и 
введены обозначения  
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  (1.112) 

(0 и E  – нулевая и единичная квадратная матрицы порядка n ), приходим к 
векторному уравнению Вольтерра второго рода: 

 
t

CdssVtsRtV
0

.)(),()(                                       (1.113) 

Для численного решения уравнения (1.113) используем метод итераций 
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[77]. При организации итерационного процесса в качестве нулевого 
приближения можно взять 
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а каждое следующее приближение находить по формуле 
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В приложении 4 дано описание итерационного процесса. 
Для шарнирно закрепленных концов пластины при 30,1000  VN  

получим методом итераций деформацию пластины в точке 4/* lx   (рис. 1.19) 
и графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (рис. 1.21), разбивая отрезок ],0[ l  на 

610  частей. Усилие N  постоянно, поэтому нужно учесть, что )(sZ   – нулевая 
матрица. 

 
Рис.1.19. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

 
Рис.1.20а. Графики функций )(),( 21 tata  
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Рис.1.20б. Графики функций )(),( 43 tata  

 

Сравнивая рис. 1.19, 1.20 с рис. 1.2, 1.6, видим для данного примера, что оба 
численных метода дают один и тот же результат. Такой же результат дает 
сравнение при других значениях коэффициентов и способов закрепления 
пластин. 

 

1.3.9. Сравнение численных и аналитических расчетов 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Начальные 

условия имеют вид ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw  . 
1) Проведем сравнение аналитически полученных областей устойчивости 

для точного решения (теорема 1.1) и его первого приближения (теорема 1.6) с 
численно полученной областью для решения системы (1.95) в четвертом 
приближении на плоскости «сжимающее усилие – скорость потока» ),( VN . 

Возьмем параметры механической системы 2l , 005,0h , 

4,42 hM пл , 31,0 , 7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все 

значения приведены в системе СИ). 
 

 
а)                                                                            б) 

Рис.1.21. Области устойчивости на плоскости (N, V) 
 (а – для шарнирно закрепленных концов пластины,  б –для жестко закрепленных) 
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На рис. 1.21: кривая I – аналитическая граница области устойчивости решения 
(кривая 2844,013,1990 VN   для рис. 1.21а и 2844,081,7961 VN   для рис. 
1.21б), II – аналитическая граница области устойчивости решения в первом 
приближении, III – граница области устойчивости, полученная численно для 
решения в четвертом приближении. 

Из рис. 1.21б видно, что в случае жестко закрепленных концов пластины 
первое приближение плохо соответствует точному решению, поэтому 
исследуем изменение области устойчивости с увеличением порядка 
приближения: 

 
Рис.1.22. Области устойчивости 

 

На рис. 1.22: кривая I – аналитическая граница области устойчивости решения, 
II, III, IV – границы областей устойчивости, полученные численно для решения 
в шестом, четвертом и втором приближениях соответственно. 

Как видно из рис. 1.22, границы областей устойчивости приближенных 
решений сходятся к границе области устойчивости точного решения, которая 
неплохо согласуется с областью устойчивости, полученной аналитически. 

Из приведенных графиков следует, что область устойчивости на плоскости 
),( NV  определяется неравенствами 2

10<0, VaaNV  , где 10 , aa  – 
положительные постоянные. 

2) Проведем сравнение аналитически полученных областей устойчивости 
для точного решения (теорема 1.1) и численно полученной области для 
решения системы (1.95) в четвертом приближении на плоскости «толщина 
пластины – скорость потока» ),( Vh . 

Возьмем параметры механической системы 2l , 1000N , 31,0 , 
40  , 1,01  , 2,02   (все значения приведены в системе СИ). При 

изменении толщины пластины одновременно изменяются масса и изгибная 
жесткость пластины. 
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а)                                                                            б) 

Рис.1.23. Области устойчивости (а – для шарнирно закрепленных концов пластины, 
 б –для жестко закрепленных) 

На рис. 1.23: кривая I – аналитическая граница области устойчивости точного 

решения (кривая 3 23 8,62053,010   Vh  для рис. 1.23а и 
3 23 7,1501325,010   Vh  для рис. 1.23б), II –граница области устойчивости, 

полученная численно для решения в четвертом приближении. 
Из приведенных графиков следует, что область устойчивости на плоскости 

),( hV  определяется неравенствами 3 2
10,00, VaahhV  , где 10 , aa  – 

положительные постоянные. 
 

1.3.10. Численный эксперимент в задачах о динамике упругого элемента 
при переменном усилии N(t) 

Пусть концы пластины закреплены шарнирно. С помощью математической 
системы Mathematica для перечисленных в пункте 1.3.8 значений параметров 
при начальных условиях ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw   и 

30V  получим графики функции 
l

k
xtatxw k

k
kk

  


4

1
,sin)(),(  при 

0,4/*  tlx  при различных функциях )(tN  (Рис. 1.24 – 1.27). 
 
 
1) )1(2000)( 1,0 tetN   

Так как 0200)( 1,0   tetN , то для исследования устойчивости 

воспользуемся теоремой 1.1. Так как 2000)(sup*  tNN
t

, то условие (1.36) не 

выполняется, поэтому нельзя гарантировать устойчивость колебаний пластины, 
что подтверждается расчетом: 
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Рис.1.24. Деформация пластины в точке 4/* lx   

С помощью условия (1.36) можно оценить, в какой момент времени 
система станет неустойчива. Так как 

6,,953,1230)1(2000
3257,1

<)1(2000 1,0
2

1
1,0 


  te

Vl
De tt


  

то при 6,9t  может наступить неустойчивость системы. Данный пример 
показывает преимущество аналитического метода определения устойчивости 
перед численным. Например, при )1(2000)( 001,0 tetN   необходимо сделать 
численный расчет по крайней мере до 960t , чтобы определить 
неустойчивость системы. 

2) )5,0(2000)( 1,0 tetN   

Так как 0200)( 1,0   tetN , то для исследования устойчивости снова 

воспользуемся теоремой 1.1. Так как 1000)(sup*  tNN
t

, то условие (1.36) 

выполняется, и поэтому по теореме 1.1 колебания пластины устойчивы: 
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0.005

0.0075

wHx* ,tL

 

5 10 15 20
t

-0.0075
-0.005

-0.0025

0.0025
0.005

0.0075

wHx* ,tL

 
Рис.1.25. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

Видим, что амплитуда колебаний возрастает за счет возрастания 
сжимающего усилия )(tN , но решение ограничено. 

3) )5,0(1000)( 1,0 tetN   

Так как 0100)( 1,0   tetN , то для исследования устойчивости 
использовать теорему 1.1 нельзя. Воспользуемся теоремой 1.2. Из первого 

условия (1.49) находим 028,0
2

121 




lM 
 , подставляя во второе условие 
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получим 0156236,1688,1)(2)(2 1,02
1   telVtNtND   , т. е. 

условие не выполняется. Следовательно, как по теореме 1.2, так и по теореме 
1.3 гарантировать устойчивость нельзя: 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

0.004

0.006

0.008

0.012

0.014

wHx* ,tL
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t
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0.015
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wHx* ,tL

 
Рис.1.26. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

Однако динамика колебаний показывает устойчивость системы, так как 
условия устойчивости теорем 1.1 – 1.7 являются достаточными, но не являются 
необходимыми. 

4) )5,0(100)( 1,0 tetN   

0688,1)(2)(2,02 2
1121   lVtNtNDlM   

Так как 010)( 1,0   tetN , то для исследования устойчивости 
воспользуемся теоремой 1.2. Из первого условия (1.49) находим 

028,0
2

121 




lM 
 , подставляя во второе условие получим 

06,1523,964688,1)(2)(2 1,02
1   telVtNtND   , т. е. условие 

выполняется. Условие (1.56): 
  010805,0422,0*

211  VlVND   
выполняется. Проверим выполнение условия (1.58). Первое условие 
выполняется: 

0344,42  lM  . 
Второе условие (1.59) 
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не выполняется, поэтому проверим выполнение второго условия (1.60): 
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Следовательно, по теореме 1.2 колебания пластины устойчивы: 
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Рис.1.27. Деформация пластины в точке 4/* lx   

Аналогичные исследования можно провести и в случае других типов 
закреплений пластины. 

 

1.4. Исследование динамики и устойчивости 
для линейной модели вязкоупругого тела 

 

1.4.1. Исследование устойчивости 
Рассмотрим систему уравнений (1.6), (1.14). Исключая ),( txP , запишем 

уравнение для определения поперечной составляющей деформации пластины 
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 (1.114) 

где ),0( lx , а ядро ),( xK   определено выражением (1.12). 
Будем предполагать, что выполняются условия (1.21), а ядра релаксации 
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.2,1,0  its  
Введем функционал: 
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где )(),( tJtI  имеют вид (1.17). 
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Найдем производную от   по t . Учитывая условия (1.21), (1.115), будем 
иметь 
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 (1.116) 

Пусть граничные условия для ),( txw  имеют вид (1.19), тогда, интегрируя по 
частям, получим  
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Для функции ),( txw , являющейся решением уравнения (1.114), с учетом 

выражений (1.25), (1.26) для )(,)( tJtI  , неравенство (1.116) принимает вид 

0 , интегрируя которое от 0 до t, получим:  
.(0))(  t                                              (1.117) 

Пусть выполняется условие  
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(1.118) 

где ),,0(),(sup)),,0(1(inf *
1

,
* lxtNNQDD

ttx
  тогда с учетом (1.29), (1.30), 

(1.34), (1.35) из (1.117) получаем неравенство  
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из которого следует теорема. 
Теорема 1.8. Пусть выполнены условия (1.21), (1.115) и (1.118). Тогда 

решение ),( txw  уравнения (1.114) устойчиво по отношению к возмущениям 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (1.19). 

 

1.4.2. Построение решения уравнения колебаний.  
Решение уравнения (1.114) будем искать методом Галеркина в виде (1.91). 

Умножая невязку на nmxgm ,1,2,=),(  , интегрируя по отрезку ],0[ l  и 
приравнивая к нулю, получим систему уравнений для функций )(tam : 
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где 

.,1,2,=,),()(=)(,),()(=)(,)(=
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Начальные условия имеют вид (1.96). 
 

1.4.3. Устойчивость решения в первом приближении. 
При 1 mn  из (1.119) получим 
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Получим достаточные условия устойчивости по Ляпунову для произвольного 
решения этого уравнения. Поскольку уравнение линейное, то достаточно 
исследовать устойчивость тривиального решения 0)(1 ta . 

Будем предполагать, что ядра 1,2=),,(* itsRi  при ts 0  и коэффициент 
)(tC  удовлетворяют условиям 
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Введем функционал: 
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Учитывая (1.121) и предполагая, что 0B , для производной 
dt

d
 будем иметь 
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следовательно (0).(0)(0)=(0))( 2
1

2
1 aCaAt   С другой стороны, считая 

0>A  и учитывая условия (1.121), из (1.122) получим: 
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Последние две оценки позволяют записать неравенство 
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Отсюда следует 
Теорема 1.9. Решения уравнения (1.120) устойчивы по Ляпунову, если 

выполняются условия (1.121) и условия 

  0.>),()(0,)(0,0,> **
2

1=
  ii

i
QQCBA                   (1.123) 

Замечания. Предположим, что коэффициенты NiDM i 0,1,2),=(,,   и ядра 
релаксации не зависят от x . 
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Условия (1.123) в этом случае принимают вид 
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2) Пусть в уравнении (1.120) ядра релаксации имеют вид 
0,=)(= 2

)(
11   RKestRR st , где K и   – некоторые положительные 

постоянные. В этом случае для того, чтобы решения уравнения (1.120) были 
асимптотически устойчивы, достаточно потребовать выполнения неравенств 
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                     (1.125) 

Действительно, дифференцируя (1.120) по t и исключая интегральный член, 
получим уравнение: 

0.=)()()( 11111 aKDCaBCaABaA    
Согласно критерию Рауса-Гурвица условия (1.125) необходимы и достаточны 
для асимптотической устойчивости решений указанного уравнения. 

 

1.4.4. Численный эксперимент в задачах о динамике вязкоупругого элемента 
 

Для численного решения системы интегро-дифференциальных уравнений 
(1.119) применим два способа. 
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I) Первый способ. Пусть в системе уравнений (1.119) ядра релаксации 
имеют вид )()(=),(),()(=),(= 32223111 sKtKtsRRsKtKtsRR  , где 321 ,, KKK  – 
некоторые интегрируемые на отрезке ],0[ t  функции. Тогда можно использовать 
метод исключения интегрального члена с дальнейшим применением метода 
Рунге-Кутта в системе Mathematica к получившейся системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

Перепишем систему (1.119) в виде  
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где 
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Продифференцируем систему (1.126) по t : 
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Из системы (1.126) находим 
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Умножая уравнения системы (1.127) на nmtGm 1),(  и исключая 
интегральный член, получим 
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где  
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Получили систему обыкновенных дифференциальных уравнений третьего 
порядка (1.128), поэтому к начальным условиям (1.96) для 

nmaa mm  1),0(),0(  необходимо добавить условия для nmam  1),0( . Для 
этого запишем систему (1.126) при 0t : 
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Умножая эту систему на матрицу, обратную к матрице  mkAA  , получим 

  ,1,(0))0((0)(0)
1 1

11 nmaCAaBAa
n

i

n

k
kikmikikmim  

 

              (1.129) 

где nmaa mm  1),0(),0(  определены выражениями (1.96). 
Таким образом, получили задачу Коши для системы дифференциальных 

уравнений (1.128) с начальными условиями (1.96), (1.129). 
Рассмотрим частный случай. Пусть в системе уравнений (1.119) ядра 

релаксации имеют вид )(
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с начальными условиями (1.96), (1.129). 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Выберем 
параметры механической системы 2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 31,0 , 
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системе СИ). Начальные условия: ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   
44 )(005,0)0,( xlxxw  . Рассмотрим динамику пластину при различных 

законах релаксации. 
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Шарнирное закрепление концов пластины 
Решая задачу Коши (1.128), (1.96), (1.129) с помощью математической системы 
Mathematica для выбранных значений параметров, получим графики функции 
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k
kk
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4

1
,sin)(),(  при 0,4/*  tlx  и 0* ],,0[ ttlx   при 

30,1000  VN . 
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Рис.1.28. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.29. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Обсудим вопрос о сходимости приближений. Рассмотрим графики 
функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.30), разницу между вторым и третьим, 
третьим и четвертым приближениями (Рис. 1.31). 
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Рис.1.30. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.1.31. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 

Сравнивая графики на рис. 1.28 – 1.31 с результатами расчетов на рис. 1.2, 1.3, 
1.6, 1.7 для модели без учета старения видим, что выбранные ядра релаксации 
слабо влияют как на форму области устойчивости, так и на форму колебаний. 
Однако при увеличении коэффициента перед экспонентой различие становится 
существенным, что будет показано ниже. 

 

Жесткое закрепление концов пластины 
С помощью математической системы Mathematica для выбранных значений 

параметров получим графики функции 
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Рис.1.32. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.33. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Исследуем сходимость приближений: графики функций 
)(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.34), разницу между вторым и третьим, третьим и 

четвертым приближениями (Рис. 1.35). 
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Рис.1.34. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.1.35. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 
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2) Ядра релаксации возьмем в виде )(15
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т. е. ядра удовлетворяют условиям устойчивости (1.115). 

 

Шарнирное закрепление концов пластины 
Решая задачу Коши (1.128), (1.96), (1.129) с помощью математической системы 
Mathematica для данных значений параметров, получим графики функции 
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Рис.1.36. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.37. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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Исследуем сходимость приближений. Рассмотрим графики функций 
)(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.38), разницу между вторым и третьим, третьим и 

четвертым приближениями (Рис. 1.39). 
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Рис.1.38. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.1.39. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 

Жесткое закрепление концов пластины 
С помощью математической системы Mathematica для данных значений 

параметров получим графики функции 



4

1
)()(),(

k
kk xgtatxw  при 0,4/*  tlx  

и 0* ],,0[ ttlx   при 30,2000  VN . 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

-0.004

-0.002

0.002

0.004

wHx* ,tL

 

2 4 6 8 10
t

-0.004

-0.002

0.002

0.004

wHx* ,tL

 
Рис.1.40. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.41. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Исследуем сходимость приближений: графики функций 
)(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.42), разницу между вторым и третьим, третьим и 

четвертым приближениями (Рис. 1.43). 
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Рис.1.42. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.1.43. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 
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3) Рассмотрим пример наступления неустойчивости за счет старения. Ядра 
релаксации возьмем в виде )(15

21 5),(),( tsetsRtsR  . Пусть 
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т. е. ядра удовлетворяют условиям устойчивости (1.115). 
При этих значениях параметров условие устойчивости (1.36) выполняется, 

т. е. для модели упругого тела колебания пластины устойчивы (рис. 1.2), а 
условие (1.118) не выполнено, т. е. с учетом вязкоупругости колебания могут 
быть неустойчивы (рис. 1.44) 
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Рис.1.44. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

II) Второй способ основан на сведении системы интегро-
дифференциальных уравнений (1.119) к векторному уравнению Вольтера  
II рода и применению метода итераций к этому уравнению. 

Перепишем систему (1.119) в виде  
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Тогда система (1.131) эквивалентна матричному уравнению 
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которое можно записать в виде интегральной системы 
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где 21, cc  – вектора начальных условий, определенных выражениями (1.97). 
Обозначим  
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(0 и E  – нулевая и единичная квадратная матрицы порядка n ) и, таким 
образом, приходим к векторному уравнению Вольтерра второго рода: 
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Для численного решения уравнения (1.130) используем метод итераций 
[77]. При организации итерационного процесса в качестве нулевого 
приближения можно взять 
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а каждое следующее приближение находить по формуле 
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В приложении 4 дано описание итерационного процесса. 
1) Ядра релаксации возьмем в виде )(15

21 5,0),(),( tsetsRtsR  . С 
помощью математической системы Mathcad для шарнирно закрепленных 
концов пластины при 30,1000  VN  получим методом итераций 
деформацию пластины в точке 4/* lx   (рис. 1.45) и графики функций 

)(),(),(),( 4321 tatatata  (рис. 1.46), разбивая отрезок ],0[ l  на 610  частей. 
Сравним с графиками, полученными методом Рунге-Кутта в системе 
Mathematica, так как возможно применить первый способ. 

 
Рис.1.45. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

 
Рис.1.46. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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Рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.47). 

 
Рис.1.47. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  

 

Сравнивая рис. 1.45 – 1.47 (решение вторым способом) с рис. 1.36 – 1.38 
(решение первым способом), видим, для данного примера, что оба способа 
дают один и тотже результат. Такой же результат дает сравнение при других 
значениях коэффициентов и способах закрепления пластин. 

2) Ядра релаксации возьмем в виде stetsRtsR  15
21 05,0),(),( . 

Разделить переменные нельзя, поэтому метод исключения не подходит. 
Проведем исследование динамики методом итераций. 
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т. е. ядра удовлетворяют условиям устойчивости (1.115). 
С помощью математической системы Mathcad для шарнирно закрепленных 

концов пластины при 30,1000  VN  получим методом итераций 
деформацию пластины в точке 4/* lx   (рис. 1.48) и графики функций 

)(),(),(),( 4321 tatatata  (рис. 1.49), разбивая отрезок ],0[ l  на 610  частей. 
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Рис.1.48. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

 
Рис.1.49. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 1.50). 

 
Рис.1.50. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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1.4.5. Сравнение численных и аналитических результатов 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Выберем 

следующие параметры механической системы 2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 

31,0 , 7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все значения 

приведены в системе СИ). Ядра релаксации возьмем в виде 
)(15

21 005,0),(),( tsetsRtsR  . Как уже показано ранее ядра удовлетворяют 
условиям устойчивости (1.113). Начальные условия имеют вид 

,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw  , концы пластин закреплены 
жестко. 

Проведем сравнение аналитически полученных областей устойчивости для 
точного решения (теорема 1.8), и областей устойчивости, полученных 
численно, с увеличением порядка приближения: 

 
Рис.1.51. Области устойчивости 

 

На рис. 1.51: кривая I – аналитическая граница области устойчивости решения 
(формула (1.118)), II, III, IV – границы областей устойчивости, полученные 
численно для решения в шестом, четвертом и втором приближениях 
соответственно. 

Как видно из рис. 1.51, с ростом порядка приближения область 
устойчивости уменьшается, стремясь к области устойчивости, полученной 
аналитически с помощью достаточных условий. 

 

1.4.6. Сравнение с линейной моделью упругого тела 
Проведем сравнение аналитически полученных областей устойчивости и 

областей, полученных численно в четвертом приближении для рассмотренных 
выше линейных моделей упругого и вязкоупругого тела при различных ядрах 
релаксации. 
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1) )(15
21 005,0),(),( tsetsRtsR   

 

 
Рис.1.52. Области устойчивости для случая шарнирного закрепления концов пластины 

 

На рис. 1.52: I (уравнение 2844,079,1989 VN  ) – аналитическая граница 
области устойчивости точного решения уравнения (1.114); кривая II (уравнение 

2844,013,1990 VN  ) – аналитическая граница области устойчивости точного 
решения уравнения (1.15); III, IV – границы областей устойчивости, 
полученные численно для решения в четвертом приближении уравнений 
(1.128) и (1.95) соответственно. 

 
Рис.1.53. Области устойчивости для случая жесткого закрепления концов пластины 

 

На рис. 1.53: I (уравнение 2844,016,7959 VN  ) – аналитическая граница 
области устойчивости точного решения уравнения (1.114); кривая II (уравнение 

2844,081,7961 VN  ) – аналитическая граница области устойчивости 
точного решения уравнения (1.15); III, IV – границы областей устойчивости, 
полученные численно для решения в четвертом приближении уравнений 
(1.128) и (1.95) соответственно. 
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2) )(15
21 5,0),(),( tsetsRtsR   

 
а)                                                                            б) 

Рис.1.54. Области устойчивости (а – для шарнирно закрепленных концов пластины, 
 б –для жестко закрепленных) 

 

На рис. 1.54: I (уравнение 2844,01,1924 VN   для рис. 1.54а, уравнение 
2844,042,7696 VN   для рис. 1.54б) – аналитическая граница области 

устойчивости точного решения уравнения (1.114); кривая II (уравнение 
2844,013,1990 VN   для рис. 1.54а, уравнение 2844,081,7961 VN   для 

рис. 1.54б) – граница аналитической области устойчивости точного решения 
уравнения (1.15); III, IV – границы областей устойчивости, полученные 
численно для решения в четвертом приближении уравнений (1.128) и (1.95) 
соответственно. 

 

1.5. Исследование динамики и устойчивости для нелинейной 
модели упругого тела с учетом поперечной и продольной 

составляющей деформации пластины 
 

1.5.1. Исследование устойчивости 
Рассмотрим систему уравнений (1.6), (1.14). Исключая ),( txP , запишем 

систему уравнений для определения функций поперечной и продольной 
составляющей деформации пластины 
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где ),0( lx , а ядро ),( xK   определено выражением (1.12). 
Граничные условия на концах пластин при lxx =или0=  могут иметь 

вид: 
1) жесткое защемление (рис. 1.55а): 

;0),(=),(=),(  txutxwtxw                                      (1.135а) 
2) шарнирное неподвижное закрепление (рис. 1.55б): 

;0),(=),(=),(  txutxwtxw                                     (1.135б) 
3) жесткое подвижное защемление (рис. 1.55в): 

;0),(=),(=),(  txutxwtxw                                     (1.135в) 
4) шарнирное подвижное закрепление (рис. 1.55г): 

;0),(
2

1
),(=),(=),( 2  txwtxutxwtxw                        (1.135г) 

 

 
а)                   б)                   в)                 г) 

 

Рис. 1.55. Способы закреплений 
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где )(),( tJtI  имеют вид (1.17). 
Найдем производную от   по t  
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С учетом граничных условий (1.135) получим выражения (1.23) – (1.26). 
Пусть выполняется условие 

0)(  tN ,                                            (1.138) 
тогда для функций ),( txw  и ),( txu , являющихся решениями системы уравнений 

(1.134), выражение для )(t  принимает вид: 
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Пусть граничные условия на левых концах пластин при 0x  и lx   имеют 
один из типов (1.135а)-(1.135г). Тогда, интегрируя по частям, получим 
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Подставляя эти равенства в (1.139), получим  
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Пусть выполняется условие 
0,,0 21                                                     (1.141) 

тогда 0)(  t . Интегрируя от 0 до t, получим: 
(0).)(  t                                                     (1.142) 

Пусть выполняется условие  
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Учитывая выражения (1.29), (1.30), (1.34), (1.35), оценим правую и левую 
части неравенства (1.142) 
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где ,,0)(=,0),(=,0),(=,0),(=,0),(=,0),(= 000000 xwwxwwxuuxwwxwwxuu   

).(sup* tNN
t

  

Таким образом, учитывая (1.142), (1.144), (1.145), получим неравенство 
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Из этого неравенства следует теорема 
Теорема 1.10. Пусть выполняются условия (1.138), (1.141) и (1.143). Тогда 

решение ),( txw  системы уравнений (1.134) устойчиво по отношению к 
возмущениям начальных значений 000000 ,,,,, uuwwww   , если функции 

),(,),( txutxw  удовлетворяют краевым условиям (1.135). 
Замечание. Из неравенств (1.142), (1.144), (1.145) следует устойчивость 

),(,),(,),( txwtxwtxu   в среднем (в интегральном смысле) по отношению к 
возмущениям начальных значений 000000 ,,,,, uuwwww    при выполнении 
указанных в теореме условий. 

 

1.5.2. Исследование динамики 
Решение системы уравнений (1.134) будем искать методом Галеркина, 

подчинив искомые функции ),(,),( txutxw  краевым условиям (1.135): 
Зададим также начальные условия  

)()0,(),()0,(,)()0,(),()0,( 4321 xfxwxfxwxfxuxfxu   .    (1.147) 
которые должны быть согласованы с краевыми условиями. 

В случае граничных условий (135а)–(135в), согласно методу Галеркина, 
решение системы уравнений (1.134) ищется в виде  
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k
                   (1.148) 

а если на одном или обоих концах пластины имеет место граничное условие 
(135г), то решение системы уравнений (1.134) будем искать в виде 
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  (1.149) 

где )(),( )2()1( xgxg kk  – базисные функции, подобранные так, чтобы выполнялись 
заданные краевые условия, а функции )(,)( tbta kk  определяются из условия 
ортогональности невязки первого уравнения системы ко всем базисным 
функциям )()1( xgk , а невязки второго уравнения – к nkxgk 1,)()2( . 

В качестве базисых возьмем функции 
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  (1.150) 

Коэффициенты kk BA ,  и параметр )1(
k  выберем так, чтобы на каждом из 

концов отрезка [0,l] выполнялось одно из уcловий: 

1,2,3,=0;=)(2)0;=)(1) )1()1( kxgxg kk


,             (1.151) 

а коэффициенты kkkk FEDC ,,,  и параметр )2(
k  выберем так, чтобы на каждом 

из концов отрезка [0,l] выполнялось одно из уcловий: 
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1,2,3,=0;=)(=)(2)0;=)(=)(1) )2()2()2()2( kxgxgxgxg kkkk


      (1.152) 

Тогда функции ),(,),( txutxw  в виде (1.148) или (1.149) будет удовлетворять 
условиям (1.135).  

Заметим, что )1(
k  и )()1( xgk  – собственные значения и собственные 

функции краевой задачи  
)(=)( 2 xgxg                                                 (1.153) 

с граничными условиями (1.151). Задача (1.153), (1.151) – самосопряженная и 
полностью определенная, следовательно, система функций 

1=)}({ kk xg  

ортогональна на [0, l]. В приложении 3 выписаны )1(
k  и )()1( xgk  для различных 

типов закреплений. 
Также заметим, что )2(

k  и )()2( xgk , как и в других моделях упругой 
пластины, – собственные значения и собственные функции краевой задачи  

)(=)( 4 xgxg IV                                                 (1.154) 
с граничными условиями (1.152). Задача (1.154), (1.152) – самосопряженная и 
полностью определенная, следовательно, система функций 

1=
)2( )}({ kk xg  

ортогональна на [0, l]. 
Условия ортогональности невязок первого уравнения (1.134) к базисным 

функциям n
mm xg 1=

)1( )}({ , второго – к n
mm xg 1=

)2( )}({  в случае граничных условий 
(1.135а) – (1.135в) позволяют записать систему уравнений для )(,)( tbta mm : 
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  (1.155) 

где 
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Условия ортогональности невязок начальных условий (1.147) к базисным 
функциям позволяют найти начальные значения (0)ma , (0)mb : 
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Таким образом, получили задачу Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (1.155) с начальными условиями (1.156). 

 

1.5.3. Численный эксперимент в задачах о динамике упругого элемента 
Условие (1.143) теоремы 1.10 совпадает с условием (1.36) теоремы 1.1. 

Исследуем изменение динамики колебаний в нелинейной модели по сравнению 
с линейной моделью. 

Рассмотрим пример построения приближенного решения методом 
Галеркина в случае, когда закрепление обоих концов упругого элемента 
шарнирное неподвижное (1.135б). В этом случае 
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Построим третье приближение ( 3n ). 
Пусть рабочая среда – газ ( 1 ), пластина изготовлена из алюминия 

( 10107 E , 8480пл ). Зададим следующие параметры механической системы 

2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 31,0 , 7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 7105,17 EF , 

40  , 1,01  , 2,02   (все значения приведены в системе СИ). Пусть 
граничные условия имеют вид ,0)0,( xu  0)0,( xu , 

   lxxwlxxw /2sin015,0)0,(,/2sin001,0)0,(    . 
30,1000  VN  

При этих значениях параметров по теоремам 1.1 и 1.10 колебания 
пластины устойчивы. Исследуем изменение поперечной составляющей 
деформации пластины в линейной (см. рис. 1.57) и нелинейной модели (рис. 
1.56) в точке 4/* lx  , а также продольную составляющую деформации 
пластины в этой точке (см. рис. 1.58). 
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Рис.1.56. Поперечная составляющая деформация пластины в точке 4/* lx    

в нелинейной модели 
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Рис.1.57. Поперечная составляющая деформация пластины в точке 4/* lx    

в линейной модели 
Сравнивая рис. 1.56 и 1.57, видим, что частота колебаний в линейной и 
нелинейной модели одинаковая, но различается характер колебаний. 
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Рис.1.58. Продольная составляющая деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.59. Поперечная составляющая деформация пластины 

 в различные моменты времени 
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Рис.1.60а. Продольная составляющая деформация пластины 

 в различные моменты времени 
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Рис.1.60б. Продольная составляющая деформация пластины 

 в различные моменты времени 
 

Рассмотрим графики функций )(),(),( 321 tatata  (Рис. 1.61) и 
)(),(),( 321 tbtbtb  (Рис. 1.62). 
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Рис.1.61. Графики функций )(),(),( 321 tatata  
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Рис.1.62. Графики функций )(),(),( 321 tbtbtb  

 

 
1.6. Случай свободного конца 

 

1.6.1. Исследование устойчивости 
Получим достаточные условия устойчивости решения интегро-

дифференциального уравнения (1.15) по отношению к возмущениям начальных 
условий в случае, когда левый конец пластины закреплен жестко, а правый 
свободен, тогда граничные условия для ),( txw  имеют вид  

,0=),(=),(=)(0,=)(0, tlwtlwtwtw                               (1.157) 
а сжимающее (растягивающее) усилие 0)( tN . 

Рассмотрим функционал (1.16) для этого случая. В силу условий (1.157) 
выполняются равенства: 

.=,= 2
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dxwdxwwdxwwdxww
llll

    

Пусть выполняются неравенства 
0,0, 21                                         (1.158) 
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тогда, учитывая, что 0),()0,(  lKK  , получим  

0 , .(0))(  t                                      (1.159) 
Учитывая неравенства (7), (12), полученные в приложении 1: 

 
lll

dxtxwldlxKtwtxwdx
0

2

00

),(),,(),(),(0   ,                        (1.160) 

 
lll

dxtxwldlxKtwtxwdx
0

2

00

),(),,(),(),(0  .                        (1.161) 

оценим (0),)(  t : 

 

  ,)(),(,0)(,0)(

),(,0)(,0)(=)0(

2
00

2
0

2
0

000

2

00

2
00

2
0

2
0

0

dxwwDwlMdxKwxwdx
V

dxKwxwdxdxwwDwM

lll

lll





















     (1.162) 

 

  ,

)()(=)(

2
0

2222

0

2
0

22

0

dxwwVlwDwM

tJtIdxwwDwMt

l

l

















                      (1.163) 

где .,0)(=,0),(=,0),(= 000 xwwxwwxww   
Таким образом, из (1.159), (1.162), (1.163) получим 

    .)( 2
00

2
0

2
0

0

2
0

2222

0

dxwwDwlMdxwwVlwDwM
ll

        (1.164) 

Краевая задача для уравнения ][0,),(=)( lxxxIV    с краевыми 
условиями (1.157) не является самосопряженной и полностью определенной, 
поэтому в отличие от пункта 1.3.1, воспользоваться неравенством Рэлея нельзя. 
Для перехода от ),(2 txw   к ),(2 txw  воспользуемся неравенством Коши-
Буняковского: 

.1),(),(
0

2

0

2

0
















 






   dxdxtxwdxtxw
xxx

                           (1.165) 

Аналогично для w . Исходя из этих неравенств, можно при граничных 
условиях (1.157) получить следующие оценки 

dxtxw
l

dxtxw
ll

),(
2

),( 2

0
2

2

0

  ,    
l

txw
dxtxw

l ),(
),(

2
2

0

 .                (1.166) 

Пусть выполняется условие  

,
2

2
3

V
l

D                                                  (1.167) 

тогда с учетом (1.166) из (1.164) получаем неравенство  
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

 



 






 








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
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   (1.168) 

из которого следует теорема 
Теорема 1.11. Пусть выполнены условия (1.158) и (1.167). Тогда решение 
),( txw  уравнения (1.15) (при 0)( tN ) устойчиво по отношению к 

возмущениям начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , 
если ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (1.157). 

Замечание. Из неравенства (1.168) следует устойчивость ),( txw  и ),( txw  в 
среднем (в интегральном смысле) по отношению к возмущениям начальных 
значений 000 ,, www   при выполнении указанных в теореме условий. 

 

Рассматривая аналогично уравнение (1.114) и систему уравнений (1.134), 
получим следующие теоремы. 

Теорема 1.12. Пусть выполнены условия (1.158), (1.115) и  

.
2

)),0(1( 2
3

1 V
l

QD   

Тогда решение ),( txw  уравнения (1.114) устойчиво по отношению к 
возмущениям начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , 
если ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (1.157). 

 

Теорема 1.13. Пусть выполняются условия (1.158) и (1.167). Тогда 
решение ),( txw  системы уравнений (1.134) устойчиво по отношению к 
возмущениям начальных значений 000000 ,,,,, uuwwww   , если функция ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (1.157), а ),( txu  – краевым условиям 

0),( txu  или 0),(  txu  при lx ,0 . 
 
1.6.2. Исследование динамики 
Проведем исследование динамики упругого элемента на основе метода 

Галеркина. Согласно методу Галеркина решение уравнения (1.15) будем искать 
виде (1.91). Так как функция ),( txw  удовлетворяет условиям (1.157), то и 
функции )(xgk  должны удовлетворять граничным условиям: 

1,2,3,=0;=)(=)(=(0)=(0) klglggg kkkk                  (1.169) 

Краевая задача )(=)( 4 xgxg IV   с граничными условиями (1.169) 
самосопряженная и полностью определенная, следовательно, в качестве )(xgk  
можно взять собственные функции задачи: 

),sin(cos=)( xshxxchxxg kkkkkk                   (1.170) 
где lshch kkkkkkk /=),sin)(cos(=   , где k  – корни уравнения 

0.=1cos   ch  
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Условия ортогональности невязки уравнения (1.15) к базисным функциям 
n
mm xg 1=)}({  позволяют записать систему уравнений для )(tam  (1.95) с 

начальными условиями (1.96) 
В первом приближении при 1 mn  из (1.95) также получим уравнение 

(1.97), поэтому теорема 1.6 справедлива в случае, когда левый конец пластины 
жестко закреплен, а правый конец свободный. Обсудим условия устойчивости 
(1.99). В соответствии с (1.170)  

),sin(cos=)( 111111 xshxxchxxg    
где 1,8751=,/=),sin)(cos(= 11111111  lshch   – наименьший 
положительный корень уравнения 0.=1cos   ch  

Можно показать, что на отрезке ][0, l  выполняются неравенства  
0.)(0,)(0,)(0,)( 11111  Kxgxgxg  

Также учитывая, что ldKg
l

 1211
0

11,2284;)()(  , получаем при 0=N  

следующие оценки коэффициентов (1.99): 
,574,3,)(0,>> 2

0
4
1

4
121 VlDlClBMlA    

из которых с учетом теоремы 1.6 следует, что приближенное решение вида 
)()(=),( 11 xgtatxw  уравнения (1.97) с краевыми условиями (1.169) устойчиво 

по Ляпунову, если 
0.>574,30,0,= 2

0
4
1

4
121 VlDlN          (1.171) 

Сравним условия устойчивости (1.167) и (1.171) при 00  : 

– для первого приближения: 23289,0 VlD  ; 

– для точного решения 235,0 VlD  . 
Разность между коэффициентами .211,0  

Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Выберем 

параметры механической системы: 2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 31,0 , 

7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все значения приведены в 

системе СИ).  
Решая задачу Коши (1.95), (1.96) с помощью математической системы 

Mathematica для данных значений параметров, получим графики функции 





4

1

)()(),(
k

kk xgtatxw  при 0,4/*  tlx  и 0* ],,0[ ttlx   при различных 

значениях V  и начальных условиях ,)(01,0)0,( 43 xlxxw   
54 )(005,0)0,( xlxxw  . 
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Рис.1.63. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.64. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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Рис.1.65. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.1.66а. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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Рис.1.66б. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Обсудим сходимость приближений. 
При 10V  рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 

1.67), разницу между первым и вторым, вторым и третьим, третьим и 
четвертым приближениями (Рис. 1.68). 
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Рис.1.67. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.1.68. Разница между вторым и первым, третьим и вторым, четвертым и 

третьим приближениями 
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С увеличением количества приближений разность уменьшается. 
 
1.6.3. Сравнение численных и аналитических расчетов 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Начальные 

условия имеют вид ,)(01,0)0,( 43 xlxxw   54 )(005,0)0,( xlxxw  . 
Проведем сравнение аналитически полученных областей устойчивости для 

точного решения (теорема 1.11) и численно полученной области для решения 
системы (1.95) в четвертом приближении на плоскости «толщина пластины – 
скорость потока» ),( Vh . 

Возьмем параметры механической системы 2l , 1000N , 31,0 , 
40  , 1,01  , 2,02   (все значения приведены в системе СИ). При 

изменении толщины пластины одновременно изменяются масса и изгибная 
жесткость пластины. 

 
Рис.1.69. Области устойчивости на плоскости ),( Vh  

На рис. 1.69: кривая I – аналитическая граница области устойчивости точного 

решения (кривая 3 2000853,0 Vh  ), II –граница области устойчивости, 
полученная численно для решения в четвертом приближении. 

Из приведенных графиков следует, что область устойчивости на плоскости 

),( hV  определяется неравенствами 3 20, VahV  , где a  – положительная 
постоянная. 
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1.7. Обобщение на случай произвольного количества упругих 
элементов 

 

1.7.1. Исследование устойчивости для различных моделей упругих 
элементов 

Пусть пластина, обтекаемая потоком газа (жидкости), содержит n  упругих 
вставок. На плоскости xOy , в которой происходят совместные колебания 
упругих вставок и газа, пластине соответствует на оси Ox  отрезок ],0[ l , а 
упругим вставкам отрезки nkaax kk   1=],,[ 212 , laaaa n  2321 <0   
(рис.1.70). Обозначим через nktxwtxw kk  1),,(),(   и ),,(),,( tyxVxtyx    
соответственно поперечные составляющие деформации упругих вставок и 
потенциал скорости возмущенного потока газа. 

 

 
Рис.1.70. Двустороннее безотрывное обтекание пластины с упругими вставками. 

 

Потенциал   возмущенного потока удовлетворяет уравнению Лапласа  

],[0,\=),(0,= 2 lRGyxyyxx                          (1.172) 

граничным условиям (условиям непротекания) 

);,[],[](0,0,),,(lim= 2122
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





 





           (1.173) 

,1=),,(,),(),(= 212 nkaaxtxwVtxw kkkky  
                   (1.174) 

и условию отсутствия возмущений в бесконечно удаленной точке 
0.=)( 222

 tyx                                      (1.175) 

Аэродинамическое воздействие на k -ю вставку, зависящее от поперечных 
составляющих деформации всех пластин-вставок: 

0=,1=),,(),()(=),( 212 ynkaaxVtxP kkxxttk  
  .   (1.176) 

Модельные уравнения малых колебаний (1.5) – (1.7) упругих вставок примут 
вид: 

);,(),(),(
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txPtxwtxw

txwtxwtNtxwDtxwM

kkkkk

kkkkkkkk











              (1.177) 
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Здесь индексы k  снизу означают, что параметры соответствуют k -ой 
пластине. 

Аналогично пункту 1.2 с помощью методов ТФКП получим выражение 
для аэрогидродинамического воздействия на k -ю пластину-вставку 
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где ядро ),( xK   имеет также вид (1.12). 
 
I. Рассмотрим систему уравнений (1.177), (1.180). Исключая ),( txPk , 

запишем систему уравнений для определения поперечных составляющих 
деформаций вставок 
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где ,1=),,( 212 nkaax kk    а ядро ),( xK   определено выражением (1.12). 
Получим достаточные условия устойчивости решения интегро-

дифференциального уравнения (1.181) по отношению к возмущениям 
начальных условий. Введем функционал 
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Найдем производную от   по t  
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Для функций ),( txw j , являющихся решением системы уравнений (1.181), это 

равенство примет вид 
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Пусть концы пластин закреплены жестко или шарнирно, тогда граничные 
условия для ),( txwi  имеют вид  
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Пусть выполняются неравенства 
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 ,                              (1.186) 

тогда, проводя интегрирование по частям с учетом условий (1.185), для   
получим 
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Изменяя порядок интегрирования и используя условие (1.185), проведем 
интегрирование по частям 
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В последних двух равенствах поменяли местами переменные 
интегрирования x  и   (учитывая, что ),(=),(  xKxK ) и порядок 
суммирования, перед этим поменяв индексы суммирования j и i местами. 

Меняя порядок интегрирования и используя условия (1.185), преобразуем 
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где в последнем равенстве возвратились к прежнему порядку интегрирования. 
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Преобразуем интегралы )(,)( tJtI  : 
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   (1.189) 

Аналогично получим 
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С учетом проведенных преобразований, из (1.188) получим неравенство 
0 , которое проинтегрируем от 0 до t: 

.(0))(  t                                                 (1.191) 
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Оценим (0),)(  t . 

Используем оценку (6) приложения 1:  
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тогда получим 
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Аналогично получим 
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Оценим повторные интегралы в выражении для (0)I , определенные 

выражениями (1.183). Пользуясь неравенством 222 baab  , а также 
симметричностью и неотрицательностью ядра ),( xK  , будем иметь: 
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тогда окончательно получим 
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Оценим повторные интегралы в выражении для )(tJ , определенные 

выражениями (1.183). Пользуясь неравенством 222 baab  , граничными 
условиями (1.185), а также симметричностью ядра ),( xK  , имеем: 
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где ],[),( 212 iii aaxxg   – любая интегрируемая на этом отрезке функция. 
Пусть  
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тогда окончательно получим 
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где функции )(xgi  выбираем из соображений, чтобы точные верхние грани iK2  
были как можно меньше, как это показано в приложении 1 для случая целиком 
упругой пластины. 

Используя (1.193), (1.195), оценим (0) : 
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где ,0),(=,0),(=,0),(=,0),(=,0),(= 0000000 xNNxwwxxwwxww jjjjjjjjjj   

mjxww jj  1=,,0)(=0 . 

Используя (1.192), (1.198), оценим )(t : 
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Рассматривая, аналогично пункту 1.3, краевые задачи для уравнения 
],[),(=)( 212 ii

IV aaxxx    с краевыми условиями (1.185), из неравенства 
Рэлея получим: 
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где j1  – наименьшие собственные значения рассматриваемых краевых задач. 

Далее, воспользовавшись неравенством Буняковского, будем иметь  
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Пусть выполняются условия  
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тогда с учетом (1.201) – (1.203) из (1.199), (1.200) получим неравенства 
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Из неравенств (1.191), (1.204), (1.205) получим 
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из которого следует, что малым отклонениям начальных значений ,0 jw  ,0 jw  

,1,0 njw j   соответствуют малые отклонения njtxwj 1,),( , т. е. решение 

системы уравнений (1.181) устойчиво по отношению к возмущениям 
начальных данных. 

Теорема 1.14. Пусть выполнены условия (1.186) и (1.203). Тогда решение 
njtxwj 1,),(  системы уравнений (1.181) устойчиво по отношению к 

возмущениям начальных значений прогибов, скоростей и кривизн ,0 jw  ,0 jw  

,1,0 njw j  если ),( txw j  удовлетворяют краевым условиям (1.185). 

 
 
II. Рассмотрим систему уравнений (1.178), (1.180). Исключая ),( txPk , 

запишем систему уравнений для определения поперечных составляющих 
деформаций вставок 
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(1.206) 

где ,1=),,( 212 nkaax kk    а ядро ),( xK   определено выражением (1.12). 
Аналогично, как и для линейной модели упругого тела, доказана теорема 

на основании исследования функционала  
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где ,1,2,1),,(),( njits
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 а )(),( tJtI  определены выражениями 

(1.183). 
Теорема 1.15. Пусть ядра релаксации удовлетворяют условиям  
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,1,2,1,0 njits   выполнены условия (1.186) и  
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j   jK2  определены выражениями 

(1.197); j1  – наименьшие собственные значения краевых задач 

],[),(=)( 212 ii
IV aaxxx    с краевыми условиями (1.185). Тогда решение 

njtxwj 1,),(  системы уравнений (1.206) устойчиво по отношению к 

возмущениям начальных значений прогибов, скоростей и кривизн ,0 jw  ,0 jw  

,1,0 njw j  если ),( txw j  удовлетворяют краевым условиям (1.185). 
 

 
III. Рассмотрим систему уравнений (1.179), (1.180). Исключая ),( txPk , 

запишем систему уравнений для определения продольных и поперечных 
составляющих деформаций вставок 
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где ,1=),,( 212 nkaax kk    а ядро ),( xK   определено выражением (1.12). 
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Аналогично, как и для линейной модели упругого тела, на основании 
исследования функционала  
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доказана теорема 
Теорема 1.16. Пусть выполняются условия (1.186) и (1.203). Тогда 

решение njtxw j 1,),(  системы уравнений (1.208) устойчиво по отношению 

к возмущениям начальных значений jjjjjj uuwwww 000000 ,,,,,   , если функции 

),(,),( txutxw jj  удовлетворяют краевым условиям (1.135). 

 
1.7.2. Построение решения системы уравнений колебаний элементов для 

различных моделей упругих элементов 
 

I. Решение системы уравнений (1.181) будем искать методом Галеркина, 
подчинив каждую искомую функцию nitxwi 1,),(  краевым условиям 
(1.185). Зададим также начальные условия  

,1],,[),(=,0)(),(=,0)( 21221 niaaxxfxwxfxw iiiiii           (1.210) 
которые должны быть согласованы с краевыми условиями. 

Согласно методу Галеркина каждую неизвестную функцию системы 
уравнений (1.181) будем искать в виде  
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где ],[,)( 212 iiik aaxxg   – базисные функции, подобранные так, чтобы 
выполнялись заданные краевые условия, а функции 0,)( ttbik  определяются из 
условия ортогональности невязки уравнения ко всем базисным функциям. 

В качестве базисых возьмем функции 
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Коэффициенты ikikikik DCBA ,,,  и параметр ik  выберем так, чтобы на каждом из 
концов отрезка ],[ 212 ii aa  , в соответствии с (1.185), выполнялось одно из 
следующих уcловий: 

1,2,3,=0;=)(=)(2)0;=)(=)(1) kxgxgxgxg ikikikik                  (1.213) 
Тогда функции ),( txwi  в виде (1.211) будут удовлетворять условиям (1.185). 
Заметим, что ik  и )(xgik  – собственные значения и собственные функции 
краевой задачи  

)(=)( 4 xgxg ii
IV
i                                               (1.214) 

с граничными условиями (1.213). Задача (1.214), (1.213) – самосопряженная и 
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полностью определенная, следовательно, система функций 
1=)}({ kik xg  

ортогональна на ],[ 212 ii aa  . 
Условия ортогональности невязок i -го уравнения системы (1.181) к 

базисным функциям m
kik xg 1=)}({  позволяют записать систему уравнений для 

)(tbik : 

 

0,=)())()()()((

)())()()()(()()(

)()()()()()()(

2
1=1=

1
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1=
01
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






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V

dKgtbVgtbdxxgxg

tbtNtbtbtbtbMtbD
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a

a

n

r

m
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ikrjrjrjrj
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a

n

r

m

j
ikij

a

a

ij

m

j
iikikiikiikikiikiikiki

r

r

r

r

i

i

















  (1.215) 

.,...,2,1,,1,2,=

,),()(=)(,),()(=)(,)(=
2

12

2

12

2

12

21
2

mkni

dxxKxgKdxxKxgKdxxg ik

a

a
ikik

a

a
ikik

a

a
ik

i

i

i

i

i

i









 

Получили систему nm   обыкновенных дифференциальных уравнений второго 
порядка для определения nm   неизвестных функций. 

Условия ортогональности невязки начальных условий (1.210) к базисным 
функциям позволяют найти начальные условия (0)ikb : 

.1,1=

,)()(
1

)0(,)()(
1

)0( 21

2

12

2

12

mkni

dxxgxfbdxxgxfb iki

a

aik
ikiki

a

aik
ik

i

i

i

i



 


          (1.216) 

Таким образом, получили задачу Коши для системы уравнений (1.215) с 
начальными условиями (1.216). 

 
 
 

1.7.3. Численный эксперимент в задачах о динамике одного и двух упругих 
элементов 

Пусть пластина содержит один упругий элемент: 2l , 2,01 a , 8,02 a . 

Рабочая среда – газ ( 1 ), пластина изготовлена из алюминия ( 10
1 107 E , 

84801 пл ). Выберем параметры механической системы 005,01 h , 

4,42111  hM пл , 31,01  , 7,806
)1(12 2

1

3
11

1 





hE
D , 401  , 1,011  , 2,021   

(все значения приведены в системе СИ). Пусть начальные условия имеют вид 
44

1
33

1 )8,0()2,0(005,0)0,(,)8,0()2,0(01,0)0,( xxxwxxxw   . 
С помощью математической системы Mathematica в случае шарнирного 

закрепления концов элемента для данных значений параметров получим 
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графики функции 
6,0

),2,0(sin)(),( 1

4

1
111

 k
xtatxw k

k
kk  


 при 0,5,0*  tx  и 

0* ],,0[ ttlx   при различных значениях VN ,1  (Рис. 1.71 – 1.76). 
1) 30,210001  VN  

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

-4ґ10- 6
-2ґ10- 6

2ґ10- 6
4ґ10

- 6
6ґ10- 6

wHx* ,tL
 

1 2 3 4 5
t

-7.5 ґ10- 7-5ґ10
- 7-2.5 ґ10- 7

2.5 ґ10- 75ґ10
- 77.5 ґ10- 7

wHx* ,tL
 

Рис.1.71. Деформация пластины в точке 5,0* x  
 

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
x

1ґ10- 62ґ10
- 63ґ10
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5ґ10- 6
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

x

-5ґ10- 8
-4ґ10- 8
-3ґ10

- 8
-2ґ10- 8
-1ґ10- 8

wHx;1,7L

 

0.30.4 0.5 0.60.7 0.8
x

5ґ10- 9

1ґ10- 8
1.5 ґ10- 8

2ґ10- 8

wHx;3L
0.30.40.50.60.70.8

x

-1.5 ґ10- 1 1-1.25 ґ10- 1 1-1ґ10- 1 1
-7.5 ґ10- 1 2-5ґ10- 1 2-2.5 ґ10- 1 2

wHx,10L

 
Рис.1.72. Прогиб пластины в различные моменты времени 

0.2 0.40.6 0.8 1
t

-1ґ10- 8
-5ґ10- 9

5ґ10- 9
1ґ10- 8

w3Hx* ,tL- w2Hx* ,tL
0.2 0.40.6 0.8 1

t

-2ґ10- 1 2
-1ґ10- 1 2

1ґ10- 1 2
2ґ10

- 1 2
w4Hx* ,tL- w3Hx* ,tL

 
Рис.1.73. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

-4ґ10- 6

-2ґ10- 6

2ґ10- 6

4ґ10- 6

6ґ10
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a1HtL
0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

-2ґ10
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2ґ10- 9

a2HtL

 
Рис.1.74а. Графики функций )(),( 21 tata  
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0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

-4ґ10- 1 0
-2ґ10

- 1 0

2ґ10- 1 0

4ґ10- 1 0

a3HtL
0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

-6ґ10- 1 1
-4ґ10- 1 1
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2ґ10
- 1 1

4ґ10- 1 1
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8ґ10

- 1 1
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Рис.1.74б. Графики функций )(),( 43 tata  

 

2) 30,220001  VN  

0.10.20.30.40.50.6
t
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0.00004
0.00006
0.00008

0.0001
0.00012

wHx* ,tL
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

x
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wHx,0L
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4ґ106
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Рис.1.75. Деформация пластины в точке 5,0* x  и прогиб пластины в различные 

моменты времени  
 

3) 80,210001  VN  
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x

1ґ10- 6
2ґ10- 6
3ґ10- 6
4ґ10- 6
5ґ10- 6
6ґ10- 6
7ґ10- 6

wHx,0L

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
x

2ґ109

4ґ10
9

6ґ109

8ґ109

wHx;1,7L

 
Рис.1.76. Деформация пластины в точке 5,0* x  и прогиб пластины в различные 

моменты времени  
 

Пусть пластина содержит два упругих элемента: 2l , 2,01 a , 8,02 a , 
2,13 a , 8,14 a . Рабочая среда – газ ( 1 ), пластины изготовлены из 

алюминия ( 10107 iE , 8480iпл ). Возьмем параметры механической 

системы 2l , 005,0ih , 4,42 iiплi hM  , 31,0i , 7,806
)1(12 2

3





i

ii
i

hE
D


, 

40 i , 1,01 i , 2,02 i  ( 2,1i ) (все значения приведены в системе СИ).  
С помощью математической системы Mathematica в случае шарнирного 

закрепления концов элемента для данных значений параметров получим 

графики функции 



4

1
111 )2,0(sin)(),(

k
kk xtatxw  , 

6,01

 k
k   при 0,5,01  tx  и 





4

1
222 ),2,1(sin)(),(

k
kk xtatxw   

6,02

 k
k   при 0,5,02  tx , а также графики 

функций    0201 ,,, txwtxw  при 7,1;00 t  при различных значениях VNi ,  и 
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различных начальных условиях (Рис. 1.77 – 1.80). 
1) Пусть 30,2100021  VNN  и начальные условия имеют вид  

,)8,1()2,1(005,0)0,(,)8,1()2,1(01,0)0,(

,)8,0()2,0(005,0)0,(,)8,0()2,0(01,0)0,(
44

2
33

2

44
1

33
1

xxxwxxxw

xxxwxxxw








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Рис.1.77. Деформация первой пластины в точке 5,01 x  
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Рис.1.78. Деформация второй пластины в точке 5,12 x  
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Рис.1.79. Прогиб первой пластины в различные моменты времени 
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Рис.1.80. Прогиб второй пластины в различные моменты времени 

 

Как видим, при одинаковых параметрах и начальных условиях для пластин 
колебания происходят одинаково. 

Рассмотрим случай различных начальных условий. Пусть 

.)8,1()2,1(015,0)0,(,)8,1()2,1(01,0)0,(

,)8,0()2,0(005,0)0,(,)8,0()2,0(01,0)0,(
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2

44
1

33
1

xxxwxxxw

xxxwxxxw








 

тогда графики для    txwtxw ,,, 2211  имеют вид 
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Рис.1.81. Деформация первой пластины в точке 5,01 x  
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Рис.1.82. Деформация второй пластины в точке 5,12 x  
 

Сравнивая рис. 1.71 и рис. 1.81, видим влияние деформации второго элемента 
на деформацию первого, а именно при наличии второго элемента происходит 
увеличение амплитуды колебаний первого. 

2) Пусть 30,2200021  VNN  и начальные условия имеют вид  

,)8,1()2,1(005,0)0,(,)8,1()2,1(01,0)0,(

,)8,0()2,0(005,0)0,(,)8,0()2,0(01,0)0,(
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тогда получим следующие графики для    txwtxw ,,, 2211 : 
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Рис.1.83. Деформация первой пластины в точке 5,01 x , второй в  5,12 x  

 

Рис. 1.83 показывает одновременную неустойчивость элементов. 
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Глава 2. Одностороннее безотрывное обтекание 
упругой пластины дозвуковым потоком идеального газа 

 
2.1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим плоскую задачу аэроупругости о малых колебаниях, 
возникающих при бесциркуляционном обтекании упругой пластины-полосы 
сверху потоком идеальной несжимаемой среды (газа или жидкости) [37]. 

Пусть на плоскости xOy , в которой происходят совместные колебания 
пластины и газа, отрезок ],0[ l  оси Ox  соответствует упругой пластине, которая 
в точках 0x  и lx   соединена с недеформируемыми прямолинейными 
пластинами ( 0 x  и  xl ). В бесконечно удаленной точке скорость 
газа равна V  и имеет направление, совпадающее с направлением оси Ox  (рис. 
2.1). Будем предполагать, что деформации пластины и возмущение 
однородного потока малы, т. е. ),,,(= tyxVx    1.),,(=  txww  Здесь w  
и   – соответственно поперечная составляющая деформации пластины и 
потенциал скорости возмущенного потока газа. 

 

 
Рис.2.1. Одностороннее безотрывное обтекание пластины 

 

Потенциал   возмущенного потока удовлетворяет уравнению Лапласа  
 

 ,0,:),(=),(0,= 2  yxRyxGyxyyxx               (2.1) 
 

граничным условиям (условиям непротекания) 
 

),(0,,),(),(),0,( lxtxwVtxwtxy                              (2.2) 
 

),,()0,(0,),0,(  lxtxy                                 (2.3) 
 

и условию отсутствия возмущений в бесконечно удаленной точке 
 

0.=)( 222
 tyx                                            (2.4) 

 

Аэродинамическое воздействие на пластину, зависящее от поперечной 
составляющей ее деформации ),( txw  

 

)(0,),),0,(),0,((=),( lxtxVtxtxP xt   .                (2.5) 
 

Модельные уравнения малых колебаний упругой пластины с учетом силового 
воздействия потока P  имеют вид (1.5)–(1.7). 

В силу несжимаемости газа поток вектора скорости через вещественную 
ось равен нулю, поэтому должно выполняться условие 

0)),(),((),0,(
0

 




l

y dxtxwVtxwdxtx  .                   (2.6) 
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2.2. Определение силового воздействия потока 
 

В верхней полуплоскости G , считая t  параметром, введем комплексный 
потенциал  itzfW =),(=  ( ),,(= tyx  – функция тока, iyxz = ) и 
рассмотрим в ней аналитическую функцию xyz itzfi   ),(  комплексного 

переменного z . Пользуясь условиями (2.2) – (2.4), с помощью интеграла 
Шварца для полуплоскости G  представим ),( tzfi z  в виде 

z

d
twVtw

i
tzfi

l

z 
  




)),(),((
1

),(
0

 .                              (2.7) 

Интегрируя (2.7) по z , затем по частям, с учетом (2.6) будем иметь 

),(),(),(
1

)()ln()),(),((
1

),(

00
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где С(t) – произвольная функция времени. 
Продифференцируем (2.8) по t  и перейдем по формулам Сохоцкого к 

пределу )(0,, lxxz  . Отделяя вещественную часть, получим с учетом (2.4) 
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Из формулы (2.7) при )(0,, lxxz   найдем  
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Согласно формуле (2.6) запишем выражение для аэродинамического 
воздействия на пластину [37] 
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Проинтегрируем первый интеграл в правой части по частям  
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Если решение ),( txw  системы уравнений (2.9), (1.5), или (2.9), (1.6), или 
(2.9), (1.7) (в зависимости от модели упругого тела) найдено, то, полагая в (2.8) 

iyxz =  и отделяя вещественную часть, получим потенциал ),,( tyx . 
 

2.3. Исследование динамики и устойчивости решений уравнения 
для линейной модели упругого тела. 

 

2.3.1. Исследование устойчивости для w(x,t) в случае 0)( tN . 
Рассмотрим систему уравнений (1.5), (2.9). Исключая ),( txP , запишем 

уравнение для определения поперечной составляющей деформации пластины 
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 (2.10) 

Получим достаточные условия устойчивости решения интегро-
дифференциального уравнения (2.10) по отношению к возмущениям начальных 
условий. Введем функционал 
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Пусть граничные условия имеют вид (1.19) и выполняются условия (1.21), 
тогда находя производную от   по t  (как в п. 1.3.1), получим 
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Изменяя порядок интегрирования и используя условия (1.19), проведем 
интегрирование по частям 
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В последнем равенстве поменяли местами переменные интегрирования x  
и   (учитывая, что   xx ln=ln ). 

Аналогично получим 
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Преобразуем интегралы )(,)( tJtI  : 
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С учетом (2.14)-(2.17) неравенство (2.13) примет вид 0 , интегрируя 
которое от 0 до t, получим:  

.(0))(  t                                                 (2.18) 
Учитывая неравенства (22), (23), полученные в приложении 1: 
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оценим (0),)(  t : 
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где ).(sup,,0)(=,0),(=,0),(=,0),(= *
0000 tNNxwwxwwxwwxww

t
  

Пусть выполняются условия 
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1
* 2808,0,0652,0 VlDNlM   ,                      (2.23) 

тогда с учетом (1.34), (1.35) из (2.21), (2.22) получаем неравенство  
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из которого следует, что малым отклонениям начальных значений ,0w  0w   
соответствуют малые отклонения ),( txw , т. е. решение уравнения (2.10) 
устойчиво по отношению к возмущениям начальных данных. 

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (1.21) и (2.23). Тогда решение 
),( txw  уравнения (2.10) устойчиво по отношению к возмущениям начальных 

значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  удовлетворяет 
краевым условиям (1.19). 

Замечание. Сравним условия (1.36) теоремы 1.1 и (2.23) теоремы 2.1: 
1) при одностороннем обтекании пластины возникает ограничение на 

массу пластины, которого не было при двустороннем обтекании; 
2) Вершины парабол – границ областей устойчивости на плоскости ),( VN  

совпадают, но при двустороннем обтекании пластины область устойчивости 
шире (коэффициент 0,422), чем при одностороннем обтекании (коэффициент 
0,2808). 

 



 - 105 -

2.3.2. Исследование устойчивости для w(x,t) в случае, когда )(tN  

знакопеременная функция. 
Рассмотрим функционал (1.37), (1.38), где ядро xxK   ln),( . 

Производная имеет вид (1.41). Применяя неравенства (22) – (24) приложения 1, 
для   согласно (1.41) получим 
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С учетом неравенств (1.34), (1.45), при выполнении условий (1.46), из (2.24) 
будем иметь 

 
   .25616,0)(2)(2

2808,02

2
0

22
1

2
121

0

dxwwVtNtND

wlM
l







 



             (2.25) 

Пусть выполняются условия 
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тогда окончательно получим .0)(  t  Интегрируя от 0 до t , находим: 
).0()(  t                                                    (2.27) 

С учетом неравенств (22), (23), (25) приложения 1 оценка для (0)  примет вид 
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где )(sup* tNN
t

 . 

Для дальнейшей оценки (2.29) аналогично используем два подхода. 
I. С учетом неравенства (23) приложения 1 оценка для )(t  примет вид 
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Пусть выполняется условие  
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,0)(2808,0*
211  VVlND                        (2.31) 

тогда с учетом (1.55), (2.31) неравенство (2.30) примет вид 
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   (2.32) 

где )1,0(  – постоянная величина, выбираемая в зависимости от параметров 
механической системы. 

Согласно критерия Сильвестра, квадратичная форма относительно 
),(),,( txwtxw   в (2.32) будет неотрицательной, если выполняются условия: 
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Если выполняются неравенства 
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то можно положить 0 , иначе, для нахождения  , во втором условии (2.33) 
знак неравенства заменим на знак равенства, и, выражая   из второго условия 
(2.33), получим 
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Следовательно, условия (2.33) запишутся в виде 
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Используя (1.35), окончательно оценим (2.32) следующим образом 
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Используя оценки (2.28), (2.36), получим неравенство 
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из которого следует теорема. 
Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (1.46), (2.26), (2.31) и (2.33). Тогда 

решение ),( txw  уравнения (2.10) устойчиво по отношению к возмущениям 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (1.19). 

Замечание 1. Условия (2.33) выполняются, если выполняются условия 
(2.34) или условия (2.35). 

Замечание 2. Для практического расчета устойчивости механической 
системы необходимо из одного условия выразить параметр   и подставить в 
остальные. 

Замечание 3. Если положить 0 , то получим, как следствие, 

теорему 2.1 для случая 0)( tN . 
 

II. Оценим правую часть (2.29), используя только критерий Сильвестра, 
для этого представим (2.29) в виде  
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где )1,0(,,,,1 43214321   . 
Преобразуем неравенство (2.38) к виду 
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где 05   – некоторая постоянная величина. 
Оценим интеграл, используя неравенство Буняковского 
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Пусть выполняются неравенства 
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211  VlND  ,                           (2.40) 
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2111410   MVlNDlM ,  (2.41) 
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21112  lllVlND  .   (2.43) 

Тогда, оценивая (2.39) так же, как в пункте 1.3.2, получим 
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l
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Используя оценки (2.28), (2.44), получим неравенство  
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

   

из которого следует теорема. 
Теорема 2.3. Если найдутся неотрицательные числа 5432 ,,,  , 

,1432    такие, что выполняются условия (1.46), (2.26), (2.40) – (2.43) и 
функция ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (1.19), то решение ),( txw  
уравнения (2.10) устойчиво по отношению к возмущениям начальных значений 
прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  . 

Замечание. Если выполняются условия (1.46), (2.26), (2.40), то 
исследование устойчивости сводится к решению системы неравенств (2.41) – 
(2.43) относительно 5432 ,,,   при условии 1432   . 
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2.3.3. Исследование устойчивости для ),( txw . 
Для исследования устойчивости ),( txw  продифференцируем уравнение 

(1.15) по переменной t : 
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   (2.45) 

Рассмотрим функционал (1.69), (1.70), где ядро xxK   ln),( . Пусть 

граничные условия имеют вид (1.19). Тогда для функции ),( txw , являющейся 
решением уравнений (2.45), (2.10), с учетом равенств (1.72) и условий (1.73), 
получим неравенство 0 , следовательно  

.(0))(  t                                                 (2.46) 
Пусть выполняются условия  
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Учитывая неравенства (22), (23), полученные в приложении 1: 
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оценим (0),)(  t  так же, как в пункте 1.3.3  
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(2.49)

где ,,0)(,0),(=,,0)(=,0),(=,0),(=,0),(= 000000 xwwxwwxwwxwwxwwxww    
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С учетом (2.48), (2.49) из (2.46) получаем неравенство  
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из которого следует теорема 
Теорема 2.4. Пусть выполнены условия (1.73) и (2.47). Тогда решение 
),( txw  уравнения (2.10) и его производная ),( txw  устойчивы по отношению к 

возмущениям начальных значений 00000 ,,,, wwwww   , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (1.19). 

 

2.3.4. Исследование устойчивости для w(x,t) с учетом запаздывания 
реакции основания пластины. 

Исследуем устойчивость упругой пластины с учетом запаздывания 
реакции основания пластины. Дифференциальное уравнение (2.10) примет вид: 

  ),,0(,)),(),((ln),(),(

),(),(),(),()(),(),(
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lx
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d
twVtw
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 (2.50) 

где 0t  – время запаздывания реакции основания. 
Пусть выполняются условия (1.21), (2.23) и  

0,21100   t                                         (2.51) 
тогда на основании исследования функционала (1.83), где ядро 

xxK   ln),( , с учетом оценок (2.19), (2.20) получим неравенство 

 

   ,0652,0|)0(|)2808,0(
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из которого следует теорема. 
ТЕОРЕМА 2.5. Пусть выполнены условия (1.21), (2.23) и (2.51). Тогда 

решение ),( txw  уравнения (2.50) устойчиво по отношению к возмущениям 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (1.19). 
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2.3.5. Исследование динамики на основе метода Галеркина 
Решение уравнения (2.10) будем искать методом Галеркина в виде (1.91). 

Условия ортогональности невязок уравнения (2.10) и начальных условий (1.90) 
к базисным функциям n

mm xg 1=)}({  позволяют записать систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для )(tam  (1.95) с начальными условиями (1.96), 

где ядро xxK   ln),( . 

 
2.3.6. Устойчивость решения в первом приближении. 
При 1 mn  из (1.96) получим уравнение (1.98). Условия устойчивости в 

соответствии с теоремой 1.6 имеют вид (1.99). 
Проанализируем условия устойчивости (1.99) для конкретных типов 

закреплений и проведем численный анализ условий устойчивости для 
различных типов закреплений.  

Численные значения интегральных членов в условиях устойчивости 
приведены в таблице 2.1. 

Таблица 2.1 
 

 dKg
l

)()( 111
0
   dKg

l

)()( 211
0

  

Без учета условия 
несжимаемости 

С учетом условия 
несжимаемости 

ж-ж 2)ln72,0(1,392 ll  
21,392 l  9,142 

ж-ш 2)ln746,0(1,392 ll  
21,392 l  8,298 

ш-ж 2)ln068,0(2,606 ll  22,606 l  12,21 

ш-ш 2)ln406,0(0,72 ll  20,72 l  3,818 
 

Значения  dg
l

)(2
1

0

 ,  dg
l

)(2
1

0
1   для различных типов закрепления 

приведены в таблице 1.1. 
Из приведенной таблицы следует, что область устойчивости на плоскости 
),( NV  определяется неравенствами 2

10<0, VaaNV  , где 10 , aa  – 
положительные постоянные. 

Проведем сравнение результатов теорем 2.1 и 1.6 на плоскости ),( NV . 
Будем считать, что пластина находится в потоке воздуха ( 1 ) и 

изготовлена из алюминия ( 10107 E ), концы пластины закреплены шарнирно. 
Тогда при 005,0h  получим 7,806D . Пусть длина пластины 2l , 
основание отсутствует – 00  . 

1) Для шарнирно закрепленных концов наименьшее собственное значение 
,4672/ 22

1  l  и условие (2.23) запишется в виде .5616,013,1990< 2VN   
Третье условие (1.99) примет вид 
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  .0)()()()( 211
0

2
2

1
0

10
4
1   


 dKg

V
dxxgtND

ll

       (2.52) 

Следовательно, .4926,045,1990< 2VN   Видим, что вершина у парабол 

совпадает, но коэффициенты при 2V  отличаются на 069,0 . 
2) Для жестко закрепленных концов наименьшее собственное значение 

,879/4 22
1  l  и условие (2.23) запишется в виде .5616,081,7961< 2VN   

Третье условие (1.99) примет вид .0,45868261< 2VN   В данном случае 

вершины у парабол не совпадают, а коэффициенты при 2V  отличаются на 
103,0 . 
Условия устойчивости для приближения любого порядка получаются 

аналогично пункту 1.3.7. 
 
2.3.7. Численный эксперимент в задачах о динамике упругого элемента 

 

Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Остальные 

параметры механической системы: 2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 31,0 , 

7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все значения приведены в 

системе СИ). 
Шарнирное закрепление концов пластины 

С помощью математической системы Mathematica для данных значений 

параметров получим графики функции 
l

k
xtatxw k

k
kk

  


4

1
,sin)(),(  при 

0,4/*  tlx  и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях VN ,  (Рис. 2.2 – 2.5). 
Возьмем начальные значения в виде  ,/2sin001,0)0,( lxxw   

 lxxw /2sin015,0)0,(  . 
 

1) 30,1000  VN  
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Рис.2.2. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.2.3. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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Рис.2.4. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.2.5. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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На рис. 2.6, 2.7 изображены графики, дающие представление о сходимости 
приближений. 

При 30,1000  VN  рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
(Рис. 2.6), разницу между вторым и третьим приближениями, разницу между 
третьим и четвертым приближениями (Рис. 2.7). 
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Рис.2.6. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.2.7. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 
Жесткое закрепление концов пластины 

С помощью математической системы Mathematica для данных значений 

параметров получим графики функции 



4

1
)()(),(

k
kk xgtatxw  при 0,4/*  tlx  

и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях VN ,  (Рис. 1.14 – 1.17). Пусть 

начальные условия имеют вид ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw  .  
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Рис.2.8. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.2.9. Прогиб пластины в различные моменты времени 
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Рис.2.10. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.2.11. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

Представление о сходимости приближений дают результаты расчетов, 
изображенные на рис. 2.12, 2.13. 

При 30,2000  VN , 4433 )(005,0)0,(,)(01,0)0,( xlxxwxlxxw    
рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 2.12), разницу между 
третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями (Рис. 2.13). 
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Рис.2.12. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.2.13. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 
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Обсудим результаты расчетов, представленные на рис. 2.6, 2.7, 2.12, 2.13. 
Видим, что в случае шарнирного закрепления с начальными условиями 

 ,/2sin001,0)0,( lxxw    lxxw /2sin015,0)0,(   главную роль играет 
слагаемое с )(2 ta . Это связано с тем, что начальные условия задаются второй 
гармоникой )/2sin( lx . А в случае жесткого закрепления с начальными 

условиями ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw   главную роль 
играют слагаемые ),(),( 31 tata , причем сходимость достаточно медленная. 

 
2.3.8. Сравнение численных и аналитических расчетов 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Другие параметры 

механической системы следующие: 2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 31,0 , 

7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все значения приведены в 

системе СИ). Начальные условия имеют вид ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   
44 )(005,0)0,( xlxxw  . Проведем сравнение аналитически полученных 

областей устойчивости для точного решения (второе неравенство 2.23), его 
первого приближения (неравенство 2.52) и численно полученной области для 
решения системы (1.95) с начальными условиями (1.96), где ядро 

xxK   ln),( , в четвертом приближении.  
 

 
а)                                                                            б) 

Рис.2.14. Области устойчивости (а – для шарнирно закрепленных концов пластины, 
 б –для жестко закрепленных) 

На рис. 2.14: кривая I – аналитическая граница области устойчивости точного 
решения, II – аналитическая граница области устойчивости решения в первом 
приближении, III – граница области устойчивости, полученная численно для 
решения в четвертом приближении. 
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2.3.9. Сравнение с двусторонним обтеканием 
Сравним области устойчивости, полученные аналитически и численно в 

четвертом приближении, решений уравнений (1.15) и (2.10) в случае шарнирно 
закрепленных концов пластины. 

 
Рис.2.15. Области устойчивости 

 

На рис. 2.15: кривая I – аналитическая граница области устойчивости точного 
решения уравнения (1.15) (двустороннее обтекание); II – граница области 
устойчивости, полученная численно для решения уравнения (1.15) в четвертом 
приближении. III – аналитическая граница области устойчивости точного 
решения уравнения (2.10) (одностороннее обтекание), IV – граница области 
устойчивости, полученная численно для решения уравнения (2.10) в четвертом 
приближении. 

Из рис. 2.15 видим, что в случае двустороннего обтекания область 
устойчивости меньше, чем для одностороннего, т. е. неустойчивость наступает 
при при меньших значениях скорости потока V . 

 
Исследование устойчивости и динамики колебаний упругих пластин в 

модели вязкоупругого тела и нелинейной модели, обобщение на случай 
произвольного числа упругих вставок проводятся аналогично, как и в главе 1, с 
учетом неравенств, полученных в приложении 1. 
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Глава 3. Одностороннее обтекание упругой пластины 
дозвуковым потоком идеального газа с отрывом потока 

 
3.1. Постановка задачи 

 

Рассматривается плоская задача о колебаниях упругой пластины при 
одностороннем обтекании ее потоком газа или жидкости (в модели идеальной 
несжимаемой среды) с отрывом струи по схеме Кирхгофа [37]. В плоскости 
xOy  отрезок ][0, l  оси Ox  соответствует упругой пластине, которая в точке 

0=x  соединена с жесткой недеформируемой пластиной, занимающей 
положение ,0)(0,= xy . В бесконечно удаленной точке скорость газа равна 
V  и направлена вдоль оси Ox . 

 

 
Рис.3.1. Струйное обтекание пластины 

 

В линейной постановке, соответствующей малым возмущениям 
однородного потока, а также малым отклонениям от оси Ox  пластины и линии, 
задающей форму свободной поверхности, задача формулируется следующим 
образом: 

0};>,<||:),{(=),(0,= 2 yxRyxHyx                          (3.1) 
,0);(0,=),0,( xtxy                                    (3.2) 

);(0,),,(),(=),0,( lxtxwVtxwtxy                           (3.3) 

);,(),,(),(=),0,(  lxtxhVtxhtxy
                          (3.4) 

);,(0,=),0,(),0,(  lxtxVtx xt                              (3.5) 
0;=)(0, tw                                                    (3.6) 

);,(=),( tlwtlh                                                 (3.7) 

0;=)(=|| 2222
  tyx                                       (3.8) 

.)(0,)),,0,(),0,((=),( lxtxVtxtxP xt                             (3.9) 
Здесь ),,( tyx  – потенциал скорости газа; ),(= txww  – функция 

поперечной деформации пластины; ),(= txhh  функция, определяющая форму 
свободной поверхности; ),( txP  – аэрогидродинамическое давление на 
пластину. 

Условия (3.2) – (3.4) – условия непротекания, (3.5) – условие равенства 
давлений с разных сторон от свободной поверхности, (3.6) – условие 
закрепления пластины в точке 0=x , (3.7) – условие стыковки; (3.8) – условие 
на бесконечности. 

В данном параграфе будет рассмотрена линейная модель упругого тела 
(1.5). Зададим начальные условия: 
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];[0,),(=,0)(),(=,0)( 11 lxxvxwxfxw                         (3.10) 

];,[),(=,0)(),(=,0)( 22  lxxvxhxfxh                         (3.11) 
Неизвестными являются функции ),( txw , ),,( tyx  и ),( txh . 

В силу несжимаемости среды поток вектора скорости через вещественную 
ось равен нулю, поэтому должно удовлетворяться условие 

0.=)()(=),0,(
0

dxhVhdxwVwdxtx
l

l

y  




                   (3.12) 

Для сходимости несобственного интеграла в (3.12) потребуем, чтобы для 
достаточно больших значений x  

,)(||  xtAhVh                                              (3.13) 
где )(tA  – неотрицательная функция времени t , 0t ; 1> . 

 
3.2. Определение силового воздействия потока 

 

В верхней полуплоскости H  введем комплексный потенциал 
 itzfW =),(=  (где ,= iyxz   – функция тока) и рассмотрим в ней 

аналитическую функцию xyz itzif  =),( . Пользуясь условиями (3.2) – (3.4), 

(3.8), представим ),( tzif z  в H  с помощью интеграла Щварца в виде 

,),(
1

),(
1

=),( 11
0 z

d
th

iz

d
tw

i
tzif

l

l

z 


 









                      (3.14) 

.=),(,=),( 11 hVhtxhwVwtxw                           (3.15) 
Введем обозначения  

,)(=),(=),(
0

1
0

2 dxwVwdxtxwtw  


  .)(=),(=),( 12 dxhVhdxtxhth 




  

Поскольку 0=)(0,2 tw , а в силу условий (3.12), (3.13) 
0,=)(ln),(lim0,=),(),( 222 zthtlhtlw 





 

то интегрируя в (3.14) сначала по z , а затем по частям, будем иметь 

).(),(
1

),(
1

=),( 122
0

tC
z

d
th
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d
twtzf

l
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
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
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 



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



                (3.16) 

Продифференцируем (3.16) по t  и перейдем по формулам Сохоцкого к пределу 
при ),(  lxz . Отделяя вещественню часть, получим с учетом условия (3.8): 

.
11

=),0,( 22

0 x

d

t

h

x

d
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w
tx

l

l

t 



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
 










                           (3.17) 

Из выражения (3.14) при ),(  lxz  найдем 

.),(
1

),(
1

=),0,( 11
0 x

d
th
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d
twtx

l

l

x 



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








                         (3.18) 

Условие (3.5), таким образом, принимает вид 
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),,(,),(=),( 33
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                            (3.19) 
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3 wVwVdxwVwVw

t
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



                     (3.20) 
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
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


                       (3.21) 

Выразим ),(3 txh  из (3.19). Пусть xx 1/=,1/= 11   , тогда 
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и, следовательно, (3.19) можно представить в виде 
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                         (3.22) 

Полученное равенство будем рассматривать как интегральное уравнение 

относительно функции 







 thth ,

11
=),(

~

1
3

1
1 
 . Оно имеет следующие решения: 

1) решение, не ограниченное на обоих концах отрезка [–1/l,0]; 
2) решение, ограниченное на одном из концов отрезка [–1/l,0]; 
3) решение, ограниченное на обоих концах отрезка [–1/l,0], при условии, 

что 

0.=
1

),(
))(1/( 1

3
011

1
0

1/  
 x

d
tw

xlx

dx l

l 
                     (3.23) 

Решения, не ограниченные на левом конце отрезка не подходят по смыслу 
рассматриваемой задачи. Решение 3) налагает дополнительное условие на w . В 
дальнейшем будем пользоваться решением уравнения (3.19) 

),,(,
)(

),(=),( 3
0

3 



 lx

xl

d
tw

lx
txh

l





              (3.24) 

ограниченным на левом и не ограниченным на правом конце отрезка ,0]1/[ l , и 
полученным обращением интеграла типа Коши в левой части уравнения (3.22). 

Интегрируя в (3.24) по частям с учетом (3.6), (3.20), (3.21), и затем 
дифференцируя полученное равенство по x , получим дифференциальное 
уравнение относительно функции ),( txh  
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             (3.25) 

при условии 
),(=),( tlwtlh                                                  (3.26) 
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Преобразуем теперь правую часть выражения для давления (3.9). Исходя из 
выражений (3.14), (3.16), предельным переходом при )(0, lxz   получим 
соответственно: 
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Следовательно, 

)(0,,),(
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 .           (3.27) 

Преобразуя интегралы в (3.27) методом интегрирования по частям, с учетом 
условий (3.6), (3.7), (3.12), (3.26) и выражения (3.24) будем иметь: 
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Учитывая равенства 
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и проводя ряд преобразований, получим выражение для давления [37]: 
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).(0,),,(),(2),(=),( 23 lxtxwVtxwVtxwtx
x

w





  

Если решение системы уравнений (3.28), (1.5) найдено, то отыскание функции 
),( txh , определяющей границу свободной поверхности, сводится к решению 

дифференциального уравнения (3.25) с начальными и краевыми условиями 
(3.7), (3.11), (3.26). При этом функции ),( txw  и ),( txh  должны также 
удовлетворять условиям (3.12), (3.13). Далее, если функция h  найдена, то, 
полагая в (3.16) iyxz =  и отделяя вещественную часть, получим потенциал 

),,( tyx . 
 

3.3. Исследование динамики и устойчивости решений 
уравнения для линейной модели упругого тела 

 

3.3.1. Исследование устойчивости 
С учетом выражения для давления (3.28) уравнение для определения 

поперечной составляющей деформации пластины принимает вид 
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где ),0( lx , 

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


 x
xll

xll
xK ,ln),( . 

Получим достаточные условия устойчивости решения интегро-
дифференциального уравнения (3.29) по отношению к возмущениям начальных 
условий. 

Представим уравнение (3.29) в виде 
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Введем функционал: 
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где параметр 0 . Найдем производную от   по t : 
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Для функции ),( txw , являющейся решением уравнения (3.30), равенство (3.32) 
примет вид: 
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Пусть граничные условия для ),( txw  имеют вид 
,0),(),(),0(),0(  tlwtlwtwtw                              (3.34) 
,0),(),(),0(),0(  tlwtlwtwtw                              (3.35) 

0),(),(),0(),0(  tlwtlwtwtw  при 0)( tN .                    (3.36) 
Тогда, интегрируя по частям, в случае граничных условий (3.34), (3.35) 
получим: 
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В случае условия (3.36) – 
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Учитывая эти выражения, равенство (3.33) запишем в виде 
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Пользуясь симметричностью ядра ),(),(  xKxK  , найдем )4,1()( itIi
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Учитывая условия (3.34) – (3.36), а также равенство 
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Из последнего равенства следует 
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Подставляя равенства (3.38)-(3.45) в (3.37), будем иметь 
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Используя неравенства (30), (31), (33) приложения 1, получим оценки для 
интегралов с ядрами, имеющими логарифмическую особенность, в случае 
граничных условий (3.34), (3.35) 
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Используя неравенства (30), (32) приложения 1, получим оценки для 
интегралов с ядрами, имеющими логарифмическую особенность, в случае 
граничных условий (3.36) 
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Получим оценки для интегралов с ядрами, имеющими иррациональные 
особенности: 
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Если граничные условия имеют вид (3.34), то, используя неравенство Коши-
Буняковского, получим  
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Если же граничные условия имеют вид (3.35), (3.36), то 
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Используя граничные условия (3.34), оценим интеграл 
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Отыскивая функцию )(xf  так, как показано в приложении 1, получим 

lxllxf 16,0)(55,0)(  . Следовательно, имеет место оценка 
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Используя граничные условия (3.35), оценим интеграл 
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Возьмем 
2

)(
)(

xll
xf


  и получим неравенство  
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                 (3.57) 

Используя граничные условия (3.36), оценим интеграл следующим образом 
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
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     (3.58) 

Проведем дальнейшие исследования отдельно для каждого вида 
граничных условий 

I. В случае граничных условий (3.34), подставляя оценки (3.47) – (3.49), 
(3.53), (3.54), (3.56) в (3.46), получим 

 
     .)115,0286,1(0354,0115,0

251,22)(
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 
       (3.59) 

Пусть выполняются неравенства 
3222

2 0354,0115,0,0 VlVlD   ,                            (3.60) 
тогда, используя оценки  

   
l ll l

dxtxwdxtxwdxtxwdxtxw
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2
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2 ,),(),(,),(),(               (3.61) 

где 11,   наименьшие собственные значения краевых задач )()( xx   , 
)()( xx    с краевыми условиями (3.34), получим 

 
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 (3.62) 

Если выполняются условия 
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то из (3.61) будем иметь 
0)(  t . 
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Проинтегрируем это выражение от 0 до t   
)0()(  t .                                                 (3.64) 

Подставим выражение для ( )0 : 
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
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Здесь индекс 0 снизу означает, что значение берется при t  0. 
Используя неравенства (3.61), неравенство 222 baab   и учитывая, что  

  
l l

dxKwxwdx
0 0

0),()0,()0,(  , 

получим 
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   (3.66) 

С другой стороны, учитывая, что 
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Используя первое неравенство (3.61), неравенство 222 baab  , будем 
иметь 
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Пусть выполняются условия 
.0261,0,0528,1 2

121  lVNDlM                    (3.68) 
Используя неравенство 
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 
l l

dxtxwdxtxw
0 0

2
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2 ,),(),(                                           (3.69) 

где 1  наименьшее собственное значение краевой задачи )()( xx    с 
краевыми условиями (3.34), получим 
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  (3.70) 

где )1,0(  выбираем так, чтобы выполнялось неравенство 

     .0528,1261,0528,1 22
10

2
1211   MllVNDlM  (3.71) 

Учитывая неравенство (3.71) и то, что 
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окончательно будем иметь 
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                     (3.72) 

Используя оценки (3.72), (3.66), получим неравенство 
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из которого следует теорема 
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (3.60), (3.63), (3.68), (3.71), тогда 

решение ),( txw  уравнения (3.29) устойчиво по отношению к возмущениям 
начальных значений 00 ,ww  , если краевые условия имеют вид (3.34). 

Анализируя условия (3.60), (3.63), (3.68), получим: если выполняются 
условия  
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     (3.73) 

то параметр   принадлежит интервалу 
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(3.74) 

и для определенности можно положить 













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Рассмотрим условие (3.71). Если выполняется условие  

   0528,1528,1 22
10   MllM ,                          (3.76) 

то можно положить 0 . Если это не так, т. е. 
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10   MllM ,                          (3.77) 

то, выражая   из (3.71), получим условие 

  ).1,0(
261,0

528,1
528,1

2
1211

10

22







lVND

l
lM

M








                          (3.78) 

Таким образом, получаем два следствия: 
Следствие 1. Пусть выполнены условия (3.73), (3.76), в которых   

определяется равенством (3.75), тогда решение ),( txw  уравнения (3.29) 
устойчиво по отношению к возмущениям начальных значений 00 ,ww  , если 
краевые условия имеют вид (3.34). 

Следствие 2. Пусть выполнены условия (3.73), (3.77), (3.78), в которых   
определяется равенством (3.75), тогда решение ),( txw  уравнения (3.29) 
устойчиво по отношению к возмущениям начальных значений 00 ,ww  , если 
краевые условия имеют вид (3.34). 

Пример. Пусть рабочая среда – газ ( 1 ), пластина изготовлена из 
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  .028,0874,13;028,0min
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,
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min 112 
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
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l
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lM 
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Таким образом, 028,0012,0  . Положив 028,0 , получим 

   0409,1528,1528,1 22
10   MllM . 

По следствию 1 решение ),( txw  уравнения (3.29) устойчиво по отношению к 
возмущениям начальных значений 00 ,ww  , если краевые условия имеют вид 
(3.34). 
 

II. Используя оценки (3.47)– (3.49), (3.53), (3.55), (3.57) для случая 
граничных условий (3.35), из (3.46) аналогично получим 0)(  t , если 

выполняются неравенства 

  ,03,0286,1124,03184,0

,0292,2

,3184,0124,0,0

1
232

11

112

3222
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

lllVVlND
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VlVlD






       (3.79) 

где 11,   наименьшие собственные значения краевых задач )()( xx   , 
)()( xx    с краевыми условиями (3.35). 

Пусть выполняются условия (3.64), (3.67), где 1  наименьшее 
собственное значение краевой задачи )()( xx    с краевыми условиями 
(3.35), тогда получим неравенство  

   
      ,528,1273,1
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

 

из которого следует теорема 
Теорема 3.2. Пусть выполнены условия (3.79), (3.64), (3.67), тогда решение 
),( txw  уравнения (3.29) устойчиво по отношению к возмущениям начальных 

значений 00 ,ww  , если краевые условия имеют вид (3.35). 
Анализируя условия (3.79), (3.64), приходим к выводу: если выполняются 

условия  
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,

292,2
min

261,0

,
3,0286,1124,0

3184,0
,

124,0

3184,0
max

112

12

1
2

1
2

1

32
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     (3.80) 

то параметр   принадлежит интервалу 
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(3.81) 

и для определенности можно положить 


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





l

M

lM 


528,1
,

292,2
min 112 .                                  (3.82) 

Используя неравенства (3.72) – (3.74), получим два следствия. 
Следствие 1. Пусть выполнены условия (3.80), (3.72), в которых   

определяется (3.82), тогда решение ),( txw  уравнения (3.29) устойчиво по 
отношению к возмущениям начальных значений 00 ,ww  , если краевые условия 
имеют вид (3.35). 

Следствие 2. Пусть выполнены условия (3.80), (3.73), (3.74), в которых   
определяется (3.82), тогда решение ),( txw  уравнения (3.29) устойчиво по 
отношению к возмущениям начальных значений 00 ,ww  , если краевые условия 
имеют вид (3.35). 
 

III. В случае граничных условий (3.36), подставляя оценки (3.50) – (3.53), 
(3.55), (3.58) в (3.46) и учитывая, что 0N , получим 

 
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В дальнейшем используем оценки 
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            (3.84) 

Пусть выполняются неравенства 
3222

2 3184,0318,0,0 VlVlD   ,                       (3.85) 
тогда получим 
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 (3.86) 

Если выполняются условия 
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то из (3.86) получим 
)0()(0)(  tt .                                       (3.88) 

Оценивая выражение для ( )0 , находим 
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С другой стороны 
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Используя первое неравенство (3.84), неравенство 222 baab  , будем 
иметь 
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Пусть выполняются условия 
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Используя (3.84), получим 
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где )1,0(  выбираем так, чтобы выполнялось неравенство 
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Учитывая неравенства (3.93), (3.84), будем иметь 
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Используя оценки (3.89), (3.94), получим неравенство 
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из которого следует теорема 
Теорема 3.3. Пусть выполнены условия (3.85), (3.87), (3.91), (3.93), тогда 

решение ),( txw  уравнения (3.29) устойчиво по отношению к возмущениям 
начальных значений 00 ,ww  , если краевые условия имеют вид (3.36). 

Анализируя условия (3.60), (3.63), (3.68), получим: если выполняются 
условия  
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     (3.95) 

то параметр   принадлежит интервалу 
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и для определенности можно положить 
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Рассмотрим условие (3.93). Если выполняются условия 
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10   MllM ,                          (3.98) 
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то можно положить 0 . Если это не так, то есть 
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10   MllM ,                          (3.99) 

то, выражая   из (3.71), получим 
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Таким образом, получаем два следствия: 
Следствие 1. Пусть выполнены условия (3.96), (3.98), в которых   

определяется равенством (3.97), тогда решение ),( txw  уравнения (3.29) 
устойчиво по отношению к возмущениям начальных значений 00 ,ww  , если 
краевые условия имеют вид (3.36). 

Следствие 2. Пусть выполнены условия (3.96), (3.99), (3.100), в которых   
определяется равенством (3.97), тогда решение ),( txw  уравнения (3.29) 
устойчиво по отношению к возмущениям начальных значений 00 ,ww  , если 
краевые условия имеют вид (3.36). 
 

3.3.2. Исследование динамики на основе метода Галеркина 
Решение уравнения (3.29) будем искать методом Галеркина в виде (1.91). 

Условия ортогональности невязок уравнения (3.29) и начальных условий (1.90) 
к базисным функциям n

mm xg 1=)}({  позволяют записать систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для )(tam  с начальными условиями (1.96): 
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3.3.3. Устойчивость решения в первом приближении 
При 1 mn  из (3.101) получим уравнение  

0,=)()()()( 111 tatCtaBtaA                                       (3.102) 
где 
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Так как уравнение (3.102) имеет такой же вид, как и уравнение (1.97), то 
справедлива теорема 1.6. 

Теорема 3.4. Решения уравнения (3.102) )(1 ta  и производная )(1 ta  
устойчивы по Ляпунову, если выполняются условия  
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  (3.103) 

Проанализируем условия устойчивости (3.103) для конкретных типов 
закреплений и проведем численный анализ условий устойчивости для 
различных типов закреплений. 

Численные значения интегральных членов в условиях устойчивости 
приведены в таблице 3.1. 

 
Таблица 3.1 

 

 

 dKg
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(0)(0)

)()(
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0

Kg

dKg
l



 

ж-ж 2848,1 l  l837,0  
l

,74812
 –1,110 

ж-ш 2749,1 l  l088,1  
l

,49411
 –13,14 

ш-ж 2969,0 l  l381,0  
l

,7435
 –4.951 

ш-ш 2892,0 l  l509,0  
l

,9354
 –5.817 

 

Из приведенной таблицы следует, что область устойчивости на плоскости 
),( NV , как и для случая безотрывного обтекания, определяется неравенствами 

2
10<0, VaaNV  , где 10 , aa  – положительные постоянные. 

 
3.3.4. Численный эксперимент в задачах о динамике упругого элемента 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ). Положим также: 

2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 31,0 , 7,806
)1(12 2
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




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D , 40  , 
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1,01  , 2,02   (все значения приведены в системе СИ). Возьмем начальные 
значения в виде    lxxwlxxw /2sin015,0)0,(,/2sin001,0)0,(    . 

Шарнирное закрепление концов пластины 
С помощью математической системы Mathematica для данных значений 

параметров получим графики функции 
l

k
xtatxw k

k
kk

  


4

1
,sin)(),(  при 

0,4/*  tlx  и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях VN ,  (Рис. 3.2 – 3.5). 
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Рис.3.2. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.3.3. Прогиб пластины в различные моменты времени 

Рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 3.4), разницу 
между вторым и третьим приближениями, разницу между третьим и четвертым 
приближениями (Рис. 3.5). 
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Рис.3.4. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.3.5. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 

Очевидно, что последовательность приближенных решений сходится. 
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Рис.3.6. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 

Сравнивая рис. 3.6. с рис. 2.2 видим, что при одностороннем безотрывном 
обтекании область устойчивости шире, чем при одностороннем отрывном 
обтекании. 

 

Жесткое закрепление концов пластины 
С помощью математической системы Mathematica для данных значений 

параметров получим графики функции 



4

1
)()(),(

k
kk xgtatxw  при 0,4/*  tlx  

и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях VN ,  (Рис. 3.7 – 3.11). Пусть 

начальные условия имеют вид ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw  . 
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Рис.3.7. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.3.8. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Обсудим вопрос о сходимости приближений. Рассмотрим графики 
функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 3.9), разницу между вторым и третьим, 
третьим и четвертым приближениями (Рис. 3.10). 
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Рис.3.9а. Графики функций )(),( 21 tata  
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Рис.3.9б. Графики функций )(),( 43 tata  
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Рис.3.10. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 

Последовательность приближенных решений сходится. 
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Рис.3.11. Деформация пластины в точке 4/* lx   

 
Свободный правый конец пластины 

Рассмотрим случай жестко закрепленного левого и свободного правого концов 
пластины. С помощью математической системы Mathematica для данных 

значений параметров получим графики функции 



4

1
)()(),(

k
kk xgtatxw  при 

0,4/*  tlx  и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях V  (Рис. 3.12, 3.13). 

Пусть начальные условия имеют вид ,)(01,0)0,( 44 xlxxw   
44 )(005,0)0,( xlxxw  . 
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Рис.3.12. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.3.13. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 

Обсудим вопрос о сходимости приближений. Рассмотрим графики 
функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 3.14), разницу между вторым и третьим, 
третьим и четвертым приближениями (Рис. 3.15). 
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Рис.3.14. Графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  
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Рис.3.15. Разница между третьим и вторым, четвертым и третьим приближениями 

 

Последовательность приближенных решений сходится. 
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Рис.3.16. Деформация пластины в точке 4/* lx   
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Рис.3.17. Прогиб пластины в различные моменты времени 

 
3.3.5. Сравнение с моделью безотрывного обтекания 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – газ ( 1 ), 

пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл ), 2l , 005,0h , 

4,42 hM пл , 31,0 , 7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все 

значения приведены в системе СИ). Начальные условия имеют вид 
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,)(01,0)0,( 33 xlxxw   44 )(005,0)0,( xlxxw  . Проведем сравнение численно 

полученных областей для решения систем (1.95), где ядро xxK   ln),( , и 

(3.101) в четвертом приближении.  
 

 
а)                                                                            б) 

Рис.3.18. Области устойчивости (а – для шарнирно закрепленных концов пластины, 
 б –для жестко закрепленных) 

На рис. 3.18: темносерая область – область устойчивости при обтекании с 
отрывом струи, темносерая плюс светлосерая область – область устойчивости 
при безотрывном обтекании. 

 
3.4. Двустороннее обтекание с линией контактного разрыва  

 
3.4.1. Постановка задачи 
Дадим обобщение задачи, поставленной в разделе 3.1, на случай 

двустороннего обтекания [37]. Пусть f  и f  – значения функции f  или 

какого-либо параметра в верхней H  и соответственно в нижней H  

полуплоскости и пусть ,
2
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
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V
P

V
P   где 

0P  – давление газа 

в невозмущенном состоянии. Тогда математическая формулировка задачи, 
обобщающая (3.1) – (3.9), имеет вид: 
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В силу несжимаемости должно удовлетворяться условие  
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Будем предполагать, что для 0t  и достаточно больших значений x  
,)(||   xtAhVh                                      (3.105) 

где 0)(  tA , )[0,t ; 1> . 
 

3.4.2. Определение силового воздействия потока 
Введем в H  комплексные потенциалы .=),(=    itzfW  

Пользуясь интегралом Шварца, будем иметь: 
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откуда, интегрируя, с учетом условий (3.104), (3.105), находим: 
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 – произвольные функции 

времени t . 
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причем в силу условия 0=|| 2
  находим 0}){(=)( 11  CRetA . Согласно 

полученным выражениям, условие равенства давлений при ),(0,=  lxy  
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Как и в разделе 3.1, применяя формулу обращения интеграла типа Коши, 
получим: 
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Интегрируя по частям, будем иметь  
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Дифференцируя по x , получаем относительно функции ),( txh  
дифференциальное уравнение: 

=])()([)2()( 22 hVVhVVh      

 






 



 w
lxlx

l
tw

x

VV l

)(
1

)(0,
)()(

=
0

22





 

 ).,(,])()([)2( 22 

  lxd

x

l
wVVwVV 


   

при условии ),(=),( tlwtlh xx . 

Пользуясь выражениями для  ff z , , предельным переходом при xz  , 
)(0,lx , находим: 
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следовательно, 
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Дальше так же, как и в соответствующем выражении (3.27), сначала интегрируя 
по частям, а затем исключая функции ),(3 txh , будем иметь [37] 
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).,(])()([ 22 txwVV     
Сравнивая выражения для давления (3.28) и (3.106), замечаем, что (3.106) 

можно получить из (3.28) формальной заменой параметров:   на (    ); 

V  на    VV   и 2V  на  22 )()(   VV  . Внося эти изменения в 
условия теорем 3.1 – 3.4, получим условия устойчивости колебаний пластин. 

 
3.4.3. Сравнение с моделью безотрывного обтекания 
Рассмотрим пример механической системы. Предположим, что 

VVV   , . Рабочая среда – газ ( 1 ), пластина изготовлена из 

алюминия ( 10107 E , 8480пл ), 2l , 005,0h , 4,42 hM пл , 31,0 , 

7,806
)1(12 2

3







Eh
D , 40  , 1,01  , 2,02   (все значения приведены в 

системе СИ). Начальные условия имеют вид ,)(01,0)0,( 33 xlxxw   
44 )(005,0)0,( xlxxw  . Проведем сравнение численно полученных областей 

для решения систем (1.95) и (3.101) в четвертом приближении.  
 

 
 а)                                                                            б) 

Рис.3.19. Области устойчивости (а – для шарнирно закрепленных концов пластины, 
 б –для жестко закрепленных) 

 

На рис. 3.19: темносерая область – область устойчивости при обтекании с 
отрывом струи, темносерая плюс светлосерая область – область устойчивости 
при безотрывном обтекании. 
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Глава 4. Сверхзвуковое обтекание пластин 
 

4.1. Динамика и устойчивость пластины-полосы  
 

4.1.1. Исследование устойчивости. 
Рассмотрим несколько модельных уравнений, описывающих поперечные 

колебания упругой пластины-полосы при обтекании ее сверхзвуковым потоком 
газа (рис. 4.1)  

В качестве модельного уравнения, описывающего поперечные колебания 
упругой пластины-полосы при обтекании ее сверхзвуковым потоком газа  
(рис. 4.1), примем следующее 
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 (4.1) 

Здесь ),( txw  – прогиб пластины; x  – продольная координата, t  – время; M , D  
– погонная масса и изгибная жесткость пластины; 2 , 1  – коэффициенты 
внутреннего (модель Фойхта) и внешнего демпфирования (материала пластины 
и основания);   – коэффициент, учитывающий инерцию вращения; N  – 
сжимающее ( 0>N ) или растягивающее ( 0<N ) продольное усилие; 0  – 
коэффициент жесткости основания (модель Винклера); 0>== 000 consta , 
где 00 , a  – плотность газа и скорость звука в однородном невозмущенном 
потоке ( 1=0  при одностороннем обтекании, 2=0  при двустороннем 
обтекании); V  – скорость набегающего однородного потока ( 0>= constV ); 
штрих обозначает производную по координате x , точка – производную по 
времени t . 

 
Рис.4.1. Примеры обтекания конструкций с упругим элементом сверхзвуковым потоком 

газа: а) двустороннее обтекание рассекателя с образованием ударной волны;  
б) одностороннее обтекание защитного экрана с образованием волны разрежения 
 

Аэродинамическая нагрузка определяется выражением )(= wVwF  , 
справедливым при достаточно больших скоростях сверхзвукового потока ( wV ). 
Выражение для F  получено с помощью решения соответствующей линейной 
нестационарной аэродинамической задачи на основе преобразования Лапласа и 
последующего исключения потенциала скорости (что согласуется с гипотезой 
плоских сечений Ильюшина А.А.).  
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Изгибающий момент xM  и перерезывающая сила xQ  в указанной модели 
определяются выражениями 
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4.1.1а. Введем в рассмотрение функционал  
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где 0  – некоторый положительный постоянный параметр. 
Пусть граничные условия имеют вид 
 

 1 2 3 4  
0x : ж ж ш ш (4.4)
lx  : ж ш ж ш  

Здесь приняты следующие обозначения: "ж" – жесткое защемление ( 0=w , 
0=w ); "ш" – шарнирное закрепление 0)=0,=00,=( xMwww  . 
Проведем оценки для функционала и его производной, используя 

неравенства (1.34), (1.35), (1.45), (1.55), полученные в главе 1 и справедливые 
при условиях (4.4): 
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  (4.5) 

Найдем производную от   по t : 
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Для функции ),( txw , являющейся решением уравнения (4.1), это равенство 
примет вид 
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Проведем интегрирование по частям с учетом условий (4.4): 
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С учетом этих равенств из (4.6) получим 
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Пусть выполняются условия 
0,0,0,0,0 210  D ,                              (4.9) 

тогда, учитывая второе неравенство (4.5) и неравенство 
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Рассматривая квадратичные формы относительно 
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 и ww , , 

получим, согласно критерию Сильвестра, условия их положительности: 
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С учетом (4.11) получим 0 . Следовательно,  
)0()(  t .                                                 (4.12) 

Оценим )(t  следующим образом 
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где )1,0( – некоторая постоянная величина.  
При выводе (4.13) было сделано предположение: 
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Квадратичная форма относительно ww ,  под знаком последнего интеграла в 
(4.13) будет положительно определенной при выполнении условия 

22
21110 sup  MN

t




  .            (4.15) 

Если выполняется условие  
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и условие (4.15) запишется в виде 
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Тогда при выполнении условия (4.16) или (4.17) окончательно получим 
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С учетом (4.12), (4.18), (4.19) получим неравенство 
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Если выполняется неравенство (4.16), то из (4.20) получим оценку 
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из которого следует теорема 
 

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (4.9), (4.11), (4.14) и (4.16). Тогда 
решения уравнения (4.1) будут устойчивы по отношению к возмущению 
начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (4.4). 

 

Если выполняются условия (4.17), то из (4.20) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
 

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (4.9), (4.11), (4.14) и (4.17). Тогда 
решения уравнения (4.1) будут устойчивы по отношению к возмущению 
начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (4.4). 
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4.1.1б. Рассмотрим уравнение (4.1) в предположении, что  
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Введем в рассмотрение функционал  
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где 0,0    – некоторые положительные постоянные параметры. 
Рассмотрим отдельно граничные условия для жестко или шарнирно 

закрепленного и для свободного правого конца. 
 

а) Рассмотрим жесткое или шарнирное закрепления концов пластины (4.4). 
 

Используя неравенства (4.5) и (4.7), с учетом уравнения (4.1) получим  
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Пусть выполняются условия (4.9). Учитывая (4.21), получим оценку 
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Применяя (4.24), (4.5) к (4.23), оценим получим )(t  следующим образом 
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где )1,0( – некоторая постоянная величина. 
Выбирая параметр   так, чтобы выделить полный квадрат из 

квадратичной формы относительно ww  , , и, рассматривая квадратичную 
форму относительно ww ,  по критерию Сильвестра, получим: 
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Определим параметр  . Если выполняется условие 
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то можно положить 0 , иначе определяем   из последнего неравенства 
(4.27): 
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и неравенства (4.27) примут вид 
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С учетом (4.25) – (4.27) получим, что 0 . Следовательно, имеет место 
неравенство (4.11). 
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 










 



 








 







dxwNwN

wwwMwMdxwN

wwwwwMwMt

tt

l

t

l

22
211

22
211

2
10

2

0

22
211

22
10

2

0

sup)1(sup

)(2sup

)(2)(











 



 - 157 -



,sup

2),(sup
)1(

22
211110

2

0

22
211

dxwN

wwMwMtxwN
l

t

l

t

















 





 


 






   (4.31) 

где )1,0( – некоторая постоянная величина, постоянная   определена 
выражением (4.25). 

При выводе (4.31) было сделано предположение: 
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Квадратичная форма в (4.31) будет положительно определенной при 
выполнении условия  
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и условие (4.33) запишется в виде 
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Тогда при выполнении условия (4.34) или (4.35) окончательно получим 
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С учетом (4.11), (4.36), (4.37) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
Теорема 4.3. Пусть выполнены условия (4.9), (4.25) – (4.27), (4.32) и (4.33). 

Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к возмущению 
начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым условиям (4.4). 
 

Если выполняется неравенство (4.34), то из (4.38) получим оценку 
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из которой вытекают два следствия теоремы 4.3. 
 

Следствие 1. Пусть выполнены условия (4.9), (4.25), (4.26), (4.28), (4.32) и 
(4.34). Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к 
возмущению начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым 
условиям (4.4). 

Следствие 2. Пусть выполнены условия (4.9), (4.25), (4.26), (4.30), (4.32) и 
(4.34). Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к 
возмущению начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым 
условиям (4.4). 

 

Если выполняются условия (4.35), то из (4.38) получим оценку 
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из которой вытекают еще два следствия теоремы 4.3. 
 

Следствие 3. Пусть выполнены условия (4.9), (4.25), (4.26), (4.28), (4.32) и 
(4.35). Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к 
возмущению начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым 
условиям (4.4). 

Следствие 4. Пусть выполнены условия (4.9), (4.25), (4.26), (4.30), (4.32) и 
(4.35). Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к 
возмущению начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым 
условиям (4.4). 
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б) Рассмотрим случай свободного правого конца пластины 
0)(N:,:0  сlxжx .                                (4.39) 

Здесь приняты следующие обозначения: "ж" – жесткое защемление ( 0=w , 
0=w ); "с" – свободный конец 0)=,00,=00,=( xx QMww   . 
Проведем оценки для функционала (4.22) и его производной с учетом 

граничных условий (4.39) в случае 0N . 
Проведем интегрирование по частям с учетом условий (4.39): 
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(4.40) 

С учетом (4.40) производная )(t примет вид 
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  (4.41) 

Согласно неравенству Коши-Буняковского имеем 
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Аналогичное неравенство имеет место для w . Исходя из этих неравенств, 
можно получить следующие оценки 
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Учитывая (4.9), (4.24), получим оценку 
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где )1,0( – некоторая постоянная величина, . 
Выбирая параметр   так, чтобы выделить полный квадрат из 

квадратичной формы относительно ww  , , и, рассматривая квадратичную 
форму относительно ww ,  по критерию Сильвестра, получим: 
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Условие (4.47) будет удовлетворено, если 
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С учетом (4.45) – (4.48) получим, что 0 . Следовательно, имеет место 
неравенство (4.12). 

Оценим )(t  следующим образом 
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где )1,0( – некоторая постоянная величина, постоянная   определена 
выражением (4.45). 

При выводе (4.49) было сделано предположение: 
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Квадратичная форма относительно ww ,  под знаком последнего интеграла в 
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(4.49) будет положительно определенной при выполнении условия  
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Если выполняется условие  
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и условие (4.51) запишется в виде 
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Тогда при выполнении условия (4.52) или (4.53) окончательно получим 
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С учетом (4.11), (4.36), (4.37) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
Теорема 4.4. Пусть выполнены условия (4.9), (4.45), (4.46), (4.48), (4.50) и 

(4.51). Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к 
возмущению начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым 
условиям (4.39). 

Если выполняется неравенство (4.52), то из (4.56) получим неравенство 
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из которого вытекает следствие теоремы 4.4. 
 

Следствие 1. Пусть выполнены условия (4.9), (4.45), (4.46), (4.48), (4.50) и 
(4.52). Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к 
возмущению начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым 
условиям (4.39). 

 

Если выполняются условия (4.53), то из (4.56) получим неравенство 
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из которого вытекает еще одно следствие теоремы 4.4.  
 

Следствие 2. Пусть выполнены условия (4.9), (4.45), (4.46), (4.48), (4.50) и 
(4.53). Тогда решения уравнения (4.21) будут устойчивы по отношению к 
возмущению начальных значений 00 ,ww  , если ),( txw  удовлетворяет краевым 
условиям (4.39). 

 

4.1.1в. Рассмотрим уравнение (4.1) в предположении, что 

 111 2 ow  ,                                   (4.57) 
тогда модельное уравнение примет вид 
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где введены дополнительные слагаемые ),(),,( wwxgwxf   – нелинейные 
составляющие реакции основания, с которым скреплена пластина;   – 
некоторый постоянный параметр. Аналогичные слагаемые можно добавить в 
модельных уравнениях в пунктах 4.1.1. и 4.1.2., исследование устойчивости 
которых полностью совпадает с исследованием в данном пункте. В данной 
модели рассмотрим также случай коэффициентов, зависящих от x , что тоже 
можно легко реализовать в предыдущих моделях. 

Изгибающий момент xM  и перерезывающая сила xQ  в указанной модели 
определяются выражениями 

)(=,= 22  wwDQwwDM xx   .                        (4.59) 
 

Умножая уравнение (4.58) на )( ww   и проводя ряд преобразований, 
получим 
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Введем в рассмотрение функционал  
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Для указанных в (4.4), (4.39) способов закрепления справедливо 
неравенство 
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тогда для производной )(tJ  согласно (4.58), (4.60) имеет место оценка 
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а) Проведем оценки для функционала и его производной с учетом 
граничных условий (4.4). Используя неравенства (4.5), оценим )(tJ  следующим 
образом 
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где )1,0( – некоторая постоянная величина.  
При выводе (4.64) были сделаны предположения: для всех ][0,lx  
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Квадратичная форма в (4.64) будет положительно определенной при 
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выполнении условия  
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Если выполняется условие  
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то можно положить 0 , иначе выберем 
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и условие (4.66) запишется в виде 
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Тогда при выполнении условия (4.67) или (4.68) окончательно получим 
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Аналогично, учитывая (4.5), для )(tJ  получим  
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Неравенство (4.70) справедливо при условиях: для всех ][0,lx  
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Пусть для всех ][0,lx  и любого w  будут выполнены условия 

.0),()(0,),(

,0
42

1
infinf

,0
2

1
inf,0inf

22

1211

1211









 




 



wwxgwwwxwf

V
NNDM

NNDM

xx

xx













          (4.72) 
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Если выполняется условие (4.67), то из (4.73), (4.74) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
 

Теорема 4.5. Пусть выполнены условия (4.11), (4.65), (4.67) и (4.72). Тогда 
решения уравнения (4.58) будут устойчивы по отношению к возмущению 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (4.4). 

 

Если выполняется условие (4.68), то из (4.73), (4.74) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
 

Теорема 4.6. Пусть выполнены условия (4.11), (4.65), (4.68) и (4.72). Тогда 
решения уравнения (4.58) будут устойчивы по отношению к возмущению 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (4.4). 
 

б) Проведем оценки для функционала и его производной с учетом 
граничных условий (4.39). 

Используя оценки (4.43), (4.44), для функционала (4.61) имеем 
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где )1,0( – некоторая постоянная величина.  
При выводе (4.75) были сделаны предположения: для всех ][0,lx  
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x

w

                          (4.76) 
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Квадратичная форма относительно ww ,  в (4.75) будет положительно 
определенной при выполнении условия  

2
2410 )(inf

4  MD
l x

 .                      (4.77) 

Если выполняется условие  
2

10  M ,                                         (4.78) 
то можно положить 0 , иначе выберем 
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
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и условие (4.77) запишется в виде 

)1,0(
)(inf

4
,
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2
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.                (4.79) 

Тогда при выполнении условия (4.78) или (4.79) окончательно получим 

).,()(inf
)1(
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txwD
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x





                                 (4.80) 

Аналогично, учитывая (4.43), (4.44), для )(tJ  получим  
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                (4.81) 

Неравенство (4.81) справедливо при условиях: для всех ][0,lx  
.0>0,0,> 2 D                                          (4.82) 

Пусть для всех ][0,lx  и любого w  будут выполнены условия 
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                        (4.83) 

Тогда (0))(0,)(0,)( JtJtJtJ   , 

.(0))(),()(inf
)1( 2

23
JtJtxwD

l x


 
                        (4.84) 

Для (0)J  имеет место оценка 
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   (4.85) 

Если выполняется условие (4.78), то из (4.84), (4.85) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
 

Теорема 4.7. Пусть выполнены условия (4.76), (4.78), (4.82) и (4.83). Тогда 
решения уравнения (4.58) будут устойчивы по отношению к возмущению 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (4.39). 

 

Если выполняются условия (4.79), то из (4.84), (4.85) получим неравенство 
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из которого следует теорема 
 

Теорема 4.8. Пусть выполнены условия (4.76), (4.79), (4.82) и (4.83). Тогда 
решения уравнения (4.58) будут устойчивы по отношению к возмущению 
начальных значений прогибов, скоростей и кривизн 000 ,, www  , если ),( txw  
удовлетворяет краевым условиям (4.39). 

Обсудим условия (4.72), (4.83). Третье условие накладывает ограничение 
на значение сжимающего усилия N  и скорость потока V , при этом область 
устойчивости на плоскости ),( NV  ограничена семейством парабол (с 
параметром  ) 

2)()( VbaN   , 
где )(),(  ba  – положительные величины. Если 0=N , то имеем ограничение 

на скорость потока V :   .)](/[ 1/2baV   
Ограничения (4.72), (4.83) допускают и отрицательные значения 

коэффициента внешнего депфирования 2 . Предположим, что коэффициенты в 
уравнении (4.58) не зависят от x . Тогда для (4.72) можно положить 

M
2110

 
 , и третье условие примет вид: 
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  



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
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211
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1 42


;                             (4.86) 

Рассмотрим в качестве примера условие для VN ,  (4.86) более подробно в 

случае 0)( tN : 
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M
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при этом 
M

 1<<0 . Несложно показать 
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Отсюда получаем следующее условие для VN ,  
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                                      (4.87) 

которое имеет место при 
M2

= 211  
 и которое при 0)( tN  дает 

наиболее широкую область устойчивости. 
Аналогично, в предположении, что коэффициенты в (4.58) не зависят от x , 

для (4.83) можно положить 
M

l
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 , и третье условие примет вид: 
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Рассмотрим в качестве примера условие для VD,  (4.88) более подробно: 
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Несложно показать 
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Отсюда получаем следующее условие для VN ,  
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которое имеет место при 
M

l
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4

=
241 




 и которое дает наиболее широкую 

область устойчивости. 
Укажем примеры функций ),( wxf , ),( wwxg  , удовлетворяющих 

условиям (4.72), (4.83) 
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            (4.90) 

Используя аналогичную методику, несложно получить обобщение на 
случай, когда функции ,,,, 10 gf  характеризующие внешнеее воздействие, 
зависят дополнительно от t . Выражение для )(tJ  не изменится, а в выражение 
для tJ  /  следует добавить слагаемое 
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Тогда в (4.72), (4.83) следует добавить условие 

1002    .                                           (4.91) 
В простейшем случае неравенство (4.91) будет выполнено, если потребовать 

0.0,0, 010     
Условия для ),,(),,,( wwtxgwtxf   в (4.72), (4.83) следует дополнить 
следующим:  

0),,(/
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 dzztxtf
w

.                                      (4.92) 

Аналогичным методом можно провести исследование устойчивости 
нулевого решения нелинейного интегро-дифференциального уравнения 
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dxtxwwwL
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где  ,  – в общем случае неотрицательные функции времени (с точки зрения 
физики – постоянные), а )(wL  определено выражением (4.58). Правая часть 
этого уравнения учитывает влияние нелинейного продольного усилия, которое 
возникает в цилиндрической пластине из-за ограничений, наложенных на 
перемещения концов пластины lxx =0,= . В этом случае используется 
функционал 
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производная которого определяется выражением 
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Для устойчивости движения к перечисленным в теоремах 4.7, 4.8 условиям 
следует добавить следующие 

 420,0,   . 
Значение   определяется выражением 
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 1
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2
 , 

где k  учитывает степень ограничения на движение концов пластины, E  – 
модуль упругости, h  – толщина пластины. Иногда полагают lEh/2= . Если 
опоры, на которые опираются края пластины lxx =0,=  – неподвижны, то 

0=k , в случае абсолютно подвижных краев =k . Второе слагаемое в правой 
части (4.93) учитывает демпфирование. 

 

4.1.2. Исследование динамики 
Найдем решение уравнения (4.58) в предположении, что ,,,, 2 NDM   

01,   – постоянные величины, а функции 0),(,0),(  wwxgwxf  : 
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Решение уравнения (4.96) будем искать методом Галеркина в виде (1.91). 
Условия ортогональности невязок уравнения (4.96) и начальных условий (1.90) 
к базисным функциям n

mm xg 1=)}({  позволяют записать систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для определения )(tam : 
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с начальными условиями  
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4.1.3. Численный эксперимент в задачах о динамике упругого элемента 
Рассмотрим пример механической системы. Рабочая среда – воздух 

( 331,1 00  a ), пластина изготовлена из алюминия ( 10107 E , 8480пл , 
31,0 ), другие параметры механической системы: 2l , 40  , 1,01  , 
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2,02  . Рассмотрим двустороннее обтекание ( 2=0 ), тогда 
662== 000 a . Для случая шарнирно закрепленных концов пластины с 

помощью математической системы Mathematica для данных значений 

параметров получим графики функции 
l

k
xtatxw k

n

k
kkn

  
1

,sin)(),(  при 

0,4/*  tlx  и 0* ],,0[ ttlx   при различных значениях hVNn ,,,  (Рис. 4.2 – 4.5). 
Возьмем начальные значения в виде  ,/2sin001,0)0,( lxxw   

 lxxw /2sin015,0)0,(  . 
1) 63,8589;28,93011,0;400;1000  DMhVN . 
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Рис.4.2. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,4,3,2n  
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Рис.4.3. Прогиб пластины в различные моменты времени 

Исследуем сходимость приближений. 
Рассмотрим графики функций )(),(),(),( 4321 tatatata  (Рис. 4.4), разницу 
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между приближениями (Рис. 4.5). 
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Рис.4.4. Графики функций )(),( 21 tata , )(),( 43 tata  
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Рис.4.5. Разница между приближениями 

 

2) 5889,95;82,256097,0;400;1000  DMhVN . 
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Рис.4.6. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,4,3n  
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Как следует из рис. 4.6, решение уравнения (4.97) неустойчиво. 
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Рис.4.7. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,4,3n  

Сравнивая рис. 4.6 и 4.7, можно сделать вывод, что решение уравнения 
(4.97) с увеличением скорости потока V  становится неустойчивым. 
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Рис.4.8. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,4,3n  

Сравнивая рис. 4.7 и 4.8, можно сделать вывод, что решение уравнения 
(4.97) с увеличением сжимающего усилия N  становится неустойчивым. 
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Рис.4.9. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,4,3n  

Сравнивая рис. 4.7 и 4.9, можно сделать вывод, что решение уравнения 
(4.97) с уменьшением сжимающего усилия N  частота колебаний 
увеличивается. 

 
Аналогичные исследования динамики пластин можно провести и в случае 

одностороннего обтекания. Используя базисные функции из приложения 3, 
можно исследовать также динамику в случае других типов закрепления концов 
упругих пластин. 

 
4.2. Динамическая устойчивость прямоугольной пластины 

 

Рассмотрим задачу обтекания сверхзвуковым потоком газа прямоугольной 
пластины, занимающей в состоянии равновесия положение 

},0{0 00 yyxx  . Приведем основные уравнения. Прогиб пластины 
),,( tyxw  определяется из уравнения 
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где ),(),,(),,(~ yxyxEyx   – плотность, модуль Юнга и коэффициент Пуассона 

материала пластины; ),( yxh  – толщина пластины; ),(* yx  – коэффициент 
внутреннего демпфирования (материала пластины); 0, ao  – плотность и 
скорость звука в однородном потоке газа; 1=0  при одностороннем обтекании, 

2=0  – при двустороннем. В уравнении (4.99) yx,  – декартовы координаты, t  
– время; ),(),,( yxDyxM  – удельная масса и изгибная жесткость пластины; 
коэффициент ),( yx  учитывает инерцию поворота; ),,(),,,( tyxtyx   – 
коэффициенты линейного демпфирования и линейной жесткости основания; 

),,(),,,(),,,( tyxNtyxNtyxN xyyx  – внешние усилия, приложенные к пластине 

(положительным значениям yx NN ,  соответствует сжатие, отрицательным – 

растяжение); ),,,,( wtyxf  ),,,( wwtyxg   – нелинейные составляющие реакции 
основания или другие нелинейные (например, управляющие) воздействия; V  – 
скорость набегающего однородного потока 0)>=( constV ; индексы yx,  снизу 
обозначают частные производные по переменным yx,  (кроме индексов у 
внешних усилий), точка сверху – частную производную по переменной t ;   – 
некоторый постоянный параметр. 

Изгибающие и крутящие моменты и поперечные силы определяются 
выражениями  
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Приведем основные типы закреплений краев пластины прямоугольной 
формы и соответствующие им граничные условии 
а) жестко защемленные края 

0;=0,=0,=:= yx wwwconstx  0=0,=0,=:= xy wwwconsty ; 

б) шарнирно опертые края 
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0=0,=0,=:=0;=0,=0,=:= xyyx wMwconstywMwconstx ; (4.102) 

в) свободный край 
0=0,=0,=:=0;=0,=0,=:= xyyyxyxx MMQconstyMMQconstx . 

Введем в рассмотрение функционал 
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где S  – область, занимаемая пластинкой. Производная tJ  /  с учетом 
уравнения (4.99) определяется выражением 
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где L  – граница области S . Выражения (4.103), (4.104) имеют место для 
пластины произвольной формы. Криволинейный интеграл в (4.104) будет равен 
нулю, если края прямоугольной пластины закреплены жестко или шарнирно. В 
случае 0)===( xyyx NNN  этот интеграл будет принимать неотрицательное 

значение, если край 0=x  закреплен жестко или шарнирно, а края 0=y , 

0= yy , 0= xx  могут быть свободными или закрепленными жестко или 
шарнирно. 

Для прямоугольной области },0<0:),{(= 00 yyxxyxS   справедливы 
следующие оценки 
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Отсюда имеем: 
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если  0=),0,(=),(0, txwtywy  или .0=),(0,0,=),0,( tywtxwx  

Для дальнейшего анализа задачи подберем граничные условия таким 
образом, чтобы можно было использовать приведенные выше оценки, при этом 
одновременно криволинейный интеграл в (4.104) должен принимать нулевое 
или неотрицательное значение. Эти требования будут выполнены, если края 
прямоугольной пластины будут закреплены жестко или шарнирно (в 
произвольном сочетании способов закрепления четырех краев), а также в 
случае, когда края 0=0,= yx  жестко защемлены, а края 00 =,= yyxx  
закреплены или жестко, или шарнирно, или свободны (в произвольном 
сочетании способов закрепления двух краев 00 =,= yyxx ). В последнем 
случае, как отмечалось выше, внешние нормальные сжимающие 
(растягивающие) усилия yx NN ,  и усилия сдвига xyN  должны быть равны 

нулю. 
Используя приведенные выше оценки, можно получать различные формы 

условий, обеспечивающие выполнение неравенств 0)/(  ttJ , 0,)( tJ . 
Приведем в качестве примера некоторые из них в частном случае, предполагая, 
что 0xyN , а все остальные коэффициенты в уравнении (4.99) не зависят от 

yx, . Для функционала )(tJ  имеем 
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При выводе этих неравенств мы предположили 
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01,<<00,>0,> *  D .                       (4.108) 
Для производной tJ  /  с учетом предположений о способах закреплений краев 
пластины имеет место оценка 
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При выводе этих неравенств были сделаны предположения 

0>
)(122

0,>
)(122

2
0

2
0

*

2
0

2
0

*










yxxy
,                (4.110) 

0>
2

1)(122
2
0

2
0

yy NN
y

D

x








 ,                              (4.111) 

0>0,>*  .                                            (4.112) 
Будем предполагать, что наряду с (4.106) – (4.108), (4.110) – (4.112) 

выполнены условия 
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Тогда (0))(0,)(0,)( JtJtJtJ   . Дальнейший анализ проведем в случае, 
когда yx NN ,,,  являются постоянными, а функции gf ,  не зависят явно от t . 

Можно показать, что неравенства (4.106), (4.107), (4.113) выполняются 
автоматически в силу остальных неравенств. В итоге приходим к следующим 
условиям, при выполнении которых 0)(0,)(  tJtJ   
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Условия, содержащие yx NN ,, , можно записать в виде 
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Условия накладывают ограничения на значения сжимающих 
(растягивающих) усилий yx NN , , скорость потока V  и другие параметры 

системы. Проводя анализ правой части (4.121) как функции параметра   и 
учитывая при этом условия (4.119), несложно определить на плоскости ),( xNV  
наиболее широкую область, определяемую условием (4.121). Пример такого 
анализа был приведен для пластины-полосы. Заметим, что условия (4.119) – 
(4.121) допускают и отрицательные значения коэффициентов жесткости )(  и 
демпфирования )(  основания. 

Согласно (4.105) имеем 
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Из этого неравенства следует теорема 
Теорема 4.9. Пусть будут выполнены условия (4.118). Тогда решения 

уравнения (4.99) устойчивы в среднем в области S  по отношению к 
возмущениям начальных значений ,0),,(,0),,(,0),,( yxwyxwyxw xyyyxx  

,0),,(,0),,( yxwyxw yx   

Замечание. Аналогичный метод исследования устойчивости можно 
использовать в случае, когда в уравнении (4.99) коэффициенты M ,  ,  , D , 

 ,  ,  , * ,  , xN , yN , xyN  (все или некоторые) зависят от yx,  или от 

tyx ,, . 
Рассмотрим теперь уравнение  
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где kk  ,  – неотрицательные функции времени или постоянные, а )(* wL  
определено выражением (4.99). Правая часть этого уравнения учитывает 
влияние нелинейных усилий, возникающих в срединной плоскости пластины 
из-за ограничений, наложенных на перемещения ее краев 0=x , 0= xx , 0=y , 

0= yy . 
Для исследования устойчивости решений этого уравнения используется 

функционал 
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В случае, когда коэффициенты в (4.122), (4.99) постоянны, условия 
устойчивости имеют вид (4.117), при этом их следует дополнить следующими 

0,1,2.=,420,0, kkkkkk                       (4.124) 
Допустимые типы закрепления любой из границ constx = , consty =  

прямоугольной пластины – жесткое защемление и шарнирное закрепление. 
Коэффициенты 021 ,,   определяются соотношениями 
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коэффициенты 021 ,,   учитывают демпфирование. 
Можно получить менее жесткие условия устойчивости, рассматривая 

конкретные типы закрепления. Например, для конкретного вида закрепления 
краев 0=y , 0= yy  пластины решение уравнений (4.99), (4.122) можно 
представить рядом (или отрезком этого ряда) 
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где вид функций )( ygn , образующих на ][0, 0y  полную систему, зависит от 
способа закрепления. В качестве функций )( ygn  можно выбрать собственные 

функции соответствующих краевых задач для уравнения gg 4=  . Для 
),( txwn , используя метод Галеркина, получим систему уравнений, 

исследование которой также можно проводить на основе построения 
функционалов. Например, в случае когда коэффициенты M ,  ,  , D ,  ,  , 

 , * ,  , xN , yN , xyN  в (4.96) не зависят от y , 0== gf , а края 0=y , 0= yy  

закреплены шарнирно, решение уравнения 
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можно искать в виде 

01=
=,sin),(=),,(

y

k
ytxrtyxw kkk

m

k

 .                              (4.127) 

Подставляя (4.127) в (4.126), получим 
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Система уравнений (4.128) значительно упрощается, если 0xyN . Если 0=f , 

0=g , в уравнения (4.128) войдут дополнительно нелинейные слагаемые 
),,,(),,( rrtxGrtxF kk
 ,                                       (4.129) 

где ,...),(= 21 rrr , ,...),(= 21 rrr  . Если коэффициенты в уравнении (4.126) 
постоянные, то согласно (4.128) будем иметь систему уравнений 
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Дальнейший анализ уравнений (4.128), (4.130) связан с представлением ),( txrk  

в виде разложений ),()(=
0

1=
xgtrr ksks

s

s
k   применении метода Галеркина и 

последующем численном решении задачи Коши для )(trks . 
Запишем теперь уравнение для ),( txrk  в случае, когда сумма (4.127) 

содержит одно слагаемое, а уравнение для ),,( tyxw  имеет вид (4.122). При 
этом будем предполагать, что коэффициенты в (4.99) не зависят от y , 0g , а 

),,,( wtyxf  имеет вид 
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Тогда для ),(),( txrtxr k  получим интегро-дифференциальное уравнение 
 kk ,(   любое натуральное число) 
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  












 . 

Заметим, что уравнение (4.132) не учитывает члена с xyN  и последнего 

интегрального члена в (4.122). Для уравнения (4.132) несложно построить 
функционал, аналогичный функционалу (4.61), и записать соответствующие 
условия устойчивости. 

Уравнения, аналогичные уравнениям (4.128), (4.130), (4.132), несложно 
получить также в случае, когда коэффициенты в (4.99) являются 
произведениями функций, одна из которых зависит от x  (или от tx, ), другая – 
от y . Исследование устойчивости решений этих уравнений в первом 
приближении не вызывает затруднений. 
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Приложение 1. Оценка повторных интегралов с ядрами, 
имеющими логарифмическую особенность 

 
Теорема 1. Пусть 1) функции )(),( xgxf  непрерывны на отрезке ],0[ lx ;              

2) функция ),,( lxK   определена и непрерывна по x  и   в области 
],0[],,0[ llx    (за исключением, быть может, некоторого множества меры 

ноль) и интегрируема в этой области; 3) функция ),,( lxK   непрерывно 

дифференцируема по l  и выполняется равенство ),(),( llx
l

K  



; 4) для 

любого ),0(,],,0(   xl  выполняется равенство 0),,(),,(   KxK ; 

5)  


ll

l
dlxKdx

000
0),,(lim  . Тогда для повторного интеграла (собственного или 

несобственного) имеет место равенство 

  




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Доказательство. Введем функцию 





00

),,()()()( dxKgxfdxI . 

В силу условий 1 и 2 теоремы производная по параметру   от функции 
)(I  существует [138]. Используя условия 3 и 4 теоремы, найдем ее по 

формуле Лейбница 
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(1) 

В силу условия 5 теоремы 0)(lim
0







I . По условиям 1 и 2 теоремы равенство 

(1) можно проинтегрировать по параметру  . Интегрируя от 0 до l , получим 

  
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
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
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.   (2) 

Теорема 1 доказана. 
Следствие. Пусть 1) функция )(xf  непрерывна на отрезке ],0[ lx ;              

2) функция ),,( lxK   определена и непрерывна по x  и   в области 
],0[],,0[ llx    (за исключением, быть может, линии x ) и интегрируема в 

этой области; 3) функция ),,( lxK   непрерывно дифференцируема по l  и 

выполняется равенство ),(),( llx
l

K  



; 4) для любого ),0(,],,0(   xl  
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выполняется равенство 0),,(),,(   KxK ; 5)  


ll

l
dlxKdx

000
0),,(lim  . 

Тогда указанный в теореме 1 повторный (собственный или несобственный) 

интеграл неотрицателен:  
ll

dlxKfxfdx
00

0),,()()(  . 

Доказательство. Действительно по теореме 1 
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I. При исследовании динамической устойчивости решений интегро-

дифференциального уравнения в частных производных, описывающего 
динамику упругой пластины при двустороннем обтекании ее потоком газа 
(глава 1), возникает задача оценки повторных интегралов: 
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3) по теореме о среднем найдутся числа 1,0, 2121   , такие, что  
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Следовательно, по следствию теоремы 1 несобственные интегралы 
неотрицательны 
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В общем случае для любой функции ),( txf , удовлетворяющей условиям 
теоремы 1, будем иметь 
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),(2
),,(),(),(
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Получим верхнюю оценку для интеграла 


ll

dlxKtwtxwdxtI
00

,),,(),(),()(   

пользуясь неравенством 222 baab  , а также симметричностью и 
неотрицательностью ядра ),,( lxK  : 
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Вычисляя ldlxK
l
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),,(sup
) 0,(0

, окончательно получим с учетом (4) оценку 

 
lll

dxtxwldlxKtwtxwdx
0

2

00

),(),,(),(),(0   .                        (7) 

Получим верхнюю оценку для интеграла 

.),,(),(),()(
00
 
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dlxKtwtxwdxtJ                                (8) 

Пусть концы пластины закреплены либо жестко, либо шарнирно  
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где ),(1 lxg  – произвольная интегрируемая по x  на отрезке ],0[ l  функция. 

Далее, используя очевидное неравенство 222 baab   и симметричность ядра 
),,(=),,( lxKlxK  , получим 

 









ll

ll

dlglxglxKtxwdx

dlglxglxKtwtxwdxtJ

0
11

2

0

0
11

22

0

.),(),(),,(),(

),(),(),,(),(),(
2

1
)(




 



 - 186 -

Введем обозначение  
l
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Таким образом, задача состоит в отыскании такой функции ),(1 lxg , чтобы 
значение ),(sup 1

],0[
lxG

lx
 было наименьшим. 

Перейдем к безразмерным переменным, для этого сделаем замену 
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т. е. )(0 lG  прямо пропорционально l . 
Найдем число 
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В ранее проведенных исследованиях использовалась оценка (при 
0)(1 xf ) 0K . Аналитически проанализировать точную нижнюю грань по 

неизвестной функции )(1 xf  сложно, а во многих случаях и невозможно. Для 
выбора )(1 xf  воспользуемся геометрическим анализом графика функции 


1

0

),()(  dxFxS : 

 
Рис. 1. График функции )(xS  

 

Рассмотрим несколько частных случаев выбора функции )(1 xf . 
1. Возьмем самый простой случай aconstxf )(1 . Найдем 
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 
1

0
1 2),(),(  daxFaxS  непрерывна по обеим переменным, поэтому задача 

отыскания точных верхней по x  и нижней по a  граней сводится к задаче 
отыскания наименьшего значения по )0,(a  от наибольшего значения 
функции ),(1 axS  на отрезке ]1,0[x . Так как непрерывная функция ),(1 axS  на 
отрезке ]1,0[x  достигает наибольшего значения либо в единственной точке 
максимума 5,0x , либо на концах отрезка (причем ),1(),0( 11 aSaS  ), то 
наименьшего значения по переменной a  функция достигает в единственной 

точке минимума на )0,(  при ),0(,
2

1
11 aSaS 






 . Найдем корень этого 

уравнения: 881,0a . При этом значении получим 764,11 K  (рис. 2).  

 
Рис. 2. График функции )881,0;()( 1  xSxy  

2. В силу симметричности графика функции )(xS  относительно прямой 
2/lx  , будем искать )(1 xf  в виде линейных комбинаций симметричных 

относительно этой прямой функций. Возьмем функцию )(1 xf  в виде 

bxxabaxf  )(1),,(1 , где ba,  – произвольные постоянные. Найдем число 
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Рис. 3. График функции )972,0;75,4;()( 2  xSxy  

 

Используя метод покоординатного спуска по переменным a  и b , находим 
точку минимума 972,0,75,4  ba . В этой точке получим 3257,12 K  (рис. 3).  
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3. Возьмем функцию )(1 xf  в виде cxbxacbaxf  )3sin()sin(),,,(1  , 
где cba ,,  – произвольные постоянные.  

Найдем число 
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. 

Используя метод градиентного спуска по переменным a , b  и c , находим 
точку минимума 565,0,03,0,14,2  cba . В этой точке получим 3259,13 K  
(рис. 4).  

 
Рис. 4. График функции )565,0;03,0;14,2;()( 3  xSxy  

 

Таким образом, проведенные исследования позволяют записать для 
граничных условий (9) наилучшую пока оценку интеграла (8): 
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В случае, когда левый конец пластины закреплен жестко, а правый 
свободен: 
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Оценим сверху интеграл 
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Введем обозначения: 
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Таким образом, задача состоит в отыскании такой функции ),(2 lxg , 
чтобы значения ),(sup 2
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 были наименьшими. 

Перейдем к безразмерным переменным, для этого сделаем замену 
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т. е. )(02 lG , )(03 lG  прямо пропорциональны l . 
Найдем числа 
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Будем искать функцию )(2 xf  в виде bxxabaxf  )(1),,(2 , где ba,  – 

произвольные постоянные. Найдем числа 

  











1

0
244

]1,0[,
4 ,,),(),,(,),,(supmin  dbaxfxFbaxSbaxSK

xba
, 

  











1

0
255

]1,0[,
5 ,,),(),,(,),,(supmin  dbafxFbaxSbaxSK

xba
. 

Используя метод покоординатного спуска по переменным a  и b , находим 
точки минимума 588,14 K  при 26,0,75,4  ba  и 571,15 K  при 0,4  ba  
(рис. 5).  

Таким образом, получим 
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если граничные условия имеют вид (9). 
 

 
Рис. 5. Графики функций )26,0;75,4;()( 41  xSxy  и )0;4;()( 52  xSxy  

 

Используя граничные условия (9), оценим сумму интегралов 
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Таким образом, получим 
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если граничные условия имеют вид (9). 
 

II. При исследовании динамической устойчивости решений интегро-
дифференциального уравнения в частных производных, описывающего 
динамику упругой пластины при одностороннем обтекании ее потоком газа 
(глава 2), возникает задача оценки повторных интегралов: 
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Несобственные интегралы (15) знакопеременные. Получим верхнюю 
оценку для интеграла 
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– в случае 10  l  
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Можно записать общую оценку 
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Найдем верхнюю и нижнюю оценки для интеграла )(tI  с учетом условия 
несжимаемости  

0)),(),((
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которое с учетом граничных условий (9) примет вид 
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Получим нижнюю оценку для интеграла )(tI . Для этого, на основании 
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0a  – произвольное постоянное число. 
Учитывая (16) и (17), получим 
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где ),(1 lxg  – произвольная интегрируемая по x  на отрезке ],0[ l  функция, 
0  – произвольная постоянная. 

Введем обозначение  
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Таким образом, задача состоит в отыскании функции ),(1 lxg  и 
постоянных ,a , таких, что значение ),(sup 1
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lx
 будет наименьшим. 

Перейдем к безразмерным переменным, для этого сделаем замену 
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т. е. )(01 lG  прямо пропорционально l . 
Найдем число 
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В ранее проведенных исследованиях использовалась оценка, аналогичная 
(17) (при 0)(1 xf , 0 ) 693,12ln101 K . 

Для примера проведем минимизацию по параметрам ,a  при 0)(1 xf . 
Найдем число 
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Используя метод покоординатного спуска по переменным a  и  , находим 
точку минимума 149,0;5,0  a . В этой точке получим 205,011 K  (рис. 6). 
Оценку 01K  можно еще улучшить за счет выбора функции )(1 xf . 

 
Рис. 6. График функции )149,0;5,0;()( 1 xSxy   

 

Получим верхнюю оценку для интеграла )(tI . 
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где ),(2 lxg  – произвольная интегрируемая по x  на отрезке ],0[ l  функция. 
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Введем обозначение  
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Таким образом, задача состоит в отыскании такой функции ),(2 lxg , для 
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т. е. )(02 lG  прямо пропорционально l . 
Найдем число 
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Наилучшую оценку в предыдущей задаче дала функция 
bxxabaxf  )(1),,( , где ba,  – произвольные постоянные, поэтому 

возьмем ее в таком виде. Найдем число 
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Рис. 7. График функции )37,0;37,0;()( 2  xSxy  

 

Используя метод покоординатного спуска по переменным a  и b , находим 
точку минимума 37,0,37,0  ba . В этой точке получим 882,012 K  (рис. 7).  

Таким образом, учитывая (20), (21), будем иметь 
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Аналогично, используя вместо условия несжимаемости (18) граничные 
условия (9), получим оценку для интеграла )(tJ  
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Используя одновременно условие несжимаемости (18), граничные 
условия (9) и неравенство ),(),(),(),(2 22 twtxwVtwtxwV    , можно 
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Если воспользуемся полученной верхней гранью llxG
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окончательно получим оценку 
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Используя условие несжимаемости (18) и граничные условия (9), оценим 
сумму интегралов 
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где ),(3 lxg  – произвольная интегрируемая по x  на отрезке ],0[ l  функция. 
Введем обозначения: 
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Таким образом, задача состоит в отыскании функции ),(3 lxg  такой, что 
значения ),(sup 3
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 будут наименьшими. 

Перейдем к безразмерным переменным, для этого сделаем замену 
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т. е. )(03 lG , )(04 lG  прямо пропорциональны l . 
Найдем числа 
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Будем искать функцию )(3 xf  в виде bxxabaxf  )(1),,(3 , где ba,  – 

произвольные постоянные. Найдем числа 
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Рис. 8. Графики функций )77,0;77,0;()( 31  xSxy  и )66,0;77,0;()( 42  xSxy  
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Используя метод покоординатного спуска по переменным a  и b , находим 
точки минимума 882,013 K  при 77,0,77,0  ba  и 882,014 K  при 

66,0,77,0  ba  (рис. 8). Отличие между 12K , 13K  и 14K  в несколько 
десятитысячных. 

Таким образом, получим 
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III. При исследовании динамической устойчивости решений интегро-
дифференциального уравнения в частных производных, описывающего 
динамику упругой пластины при двустороннем обтекании ее потоком газа c 
отрывом струи (глава 3), возникает задача оценки повторных интегралов (3), 
где 
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Ядро (26) удовлетворяет условиям следствия теоремы 1: 
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Следовательно, по следствию теоремы 1, несобственные интегралы 
неотрицательны 
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В общем случае для любой функции ),( txf , удовлетворяющей теореме 1, 
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Получим верхнюю оценку для интеграла 
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пользуясь неравенством 222 baab  , а также симметричностью и 
неотрицательностью ядра ),,( lxK  : 
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Получим верхнюю оценку для интеграла (8) с ядром (26). Пусть концы 
пластины закреплены либо жестко, либо шарнирно, т. е. имеют место 
граничные условия (9), тогда, используя очевидное неравенство 222 baab   
и симметричность ядра ),,(=),,( lxKlxK  , имеем 

 


l

lx

l

dxtxwlxGdxlxGtxwtJ
0

2
1

],0[0
1

2 ),(),(sup),(),()(  

где  
l

dlglxglxKlxG
0

111 ),(),(),,(),(  , ),(1 lxg  – произвольная 

интегрируемая по x  на отрезке ],0[ l  функция.  
Найдем функцию ),(1 lxg , для которой значение ),(sup 1

],0[
lxG

lx
 было бы 

наименьшим. 
Переходя к безразмерным переменным 11,  llxx   и предполагая, что 









l

x
flxg 11 ),( , получим: 

    ,
11

11
ln2),(,),(sup

),,(sup),(sup)(

11

11
11

1

0
1111111

]1,0[

0
11

],0[
1

],0[
0

1 x

x
xFdfxfxFl

d
l

f
l

x
flxKlxGlG

x

l

lxlx




































 

т. е. )(0 lG  прямо пропорционально l . 
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Для выбора )(1 xf  воспользуемся геометрическим анализом графика 

функции 
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Рис. 9. График функции )(xS  

 

В силу явной симметрии графика функции )(xS  (если мысленно 
достроить график) относительно прямой 32,0x , будем искать )(1 xf  в виде 
линейных комбинаций симметричных относительно этой прямой функций. 
Возьмем функцию )(1 xf  в виде bxxabaxf  )(1)36,0(),,(1 , где ba,  – 

произвольные постоянные. Найдем число 
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Рис. 10. График функции )345,1;65,3;()( 1  xSxy  

 

Используя метод покоординатного спуска по переменным a  и b , находим 
точку минимума 345,1,65,3  ba . В этой точке получим 82,01 K  (рис. 10). 

Таким образом, для граничных условий (9) имеет место следующая 
оценка интеграла (8) с ядром (26): 
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В случае, когда левый конец пластины закреплен жестко, а правый 
свободен, т.е. граничные условия имеют вид (11), аналогично (30) получим 
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Используя граничные условия (9), симметричность ядра 
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будут наименьшими. Перейдем к безразмерным переменным, для этого 

сделаем замену 11,  llxx  . Пусть 
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т. е. )(02 lG , )(03 lG  прямо пропорциональны l . 
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Будем искать функцию )(2 xf  в виде bxxabaxf  )(1)36,0(),,(2 , где ba,  
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Рис. 11. Графики функций )72,0;2;()( 21  xSxy  и )06,0;2,2;()( 32  xSxy  
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Используя метод покоординатного спуска по переменным a  и b , находим 
точки минимума 136,12 K  при 72,0,00,2  ba  и 2,13 K  при 

06,0,2,2  ba  (рис. 11).  
Таким образом, получим 
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если граничные условия имеют вид (9). 
 

Используя граничные условия (9), оценим сумму интегралов 
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аналогично, как и для случая безотрывного обтекания: 
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при этом граничные условия имеют вид (9). 
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Приложение 2. Наименьшие собственные значения 
краевых задач  

 
Дифференциальное 

уравнение 
Краевые условия Наименьшие 

собственные 
значения 
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Приложение 3. Собственные функции и собственные значения краевых задач  
 

Дифференциальное 
уравнение 

Краевые условия Собственные функции Трансцендентное уравнение 
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Приложение 4. Алгоритм численного решения для 
уравнения Вольтерра 

 
Для численного решения векторного уравнения Вольтерра II рода  
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  (1) 

используем метод итераций, и для быстрой сходимости метода разбиваем 
отрезок ],0[ T  на несколько частей. Опишем алгоритм численного решения в 
этом случае. 

Пусть временной отрезок ],0[ T  разбит на k  равных частей 
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T
),1( , каждая из которых для возможности проведения 

итераций, в свою очередь, разделена на r  равных отрезков (рис 65). Таким 

образом, весь отрезок ],0[ T  разбит на kr  интервалов длины 
kr

T
h  .  

 
Рис. 1. 

 

Сначала задача решается на отрезке ];0[ hrt , затем на отрезке ]2;[ hrhrt , 
при этом конечные условия на первом отрезке берутся в качестве начальных 
на втором, и так далее. Таким образом, на m -том отрезке )]1(;[  mhrhrmt  
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будет решением системы (1) на отрезке  Tt ,0 . 
Остановимся поподробнее на организации итерационного процесса для 

нахождения  0)(tV
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Согласно выше сказанному, второе приближение находится по формуле 
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причем, 
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Для нахождения приближенных значений интегралов воспользуемся 
формулой трапеции. Пусть 
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В результате получаем формулу для второго приближения 
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Затем присваиваем второму приближению значения первого, а третье 
приближение находим по формуле (3), и так далее. 

Подробным образом организуется итерационный процесс на остальных 
отрезках )]1(,[ mhrhrm . 
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Приложение 5. К вопросу о сходимости галеркинских 
приближений  

 

Рассмотрим пример механической системы, рассмотренный в пункте 
4.1.3. Рабочая среда – воздух ( 331,1 00  a ), пластина изготовлена из 

алюминия ( 10107 E , 8480пл , 31,0 ). Выберем параметры 
механической системы 2l , 40  , 1,01  , 2,02  , ,1000N  400V . 
Рассмотрим двустороннее обтекание ( 2=0 ), тогда 662== 000 a . Для 
случая шарнирно закрепленных концов пластины с помощью математической 
системы Mathematica для данных значений параметров получим графики 

функции 
l

k
xtatxw k

n

k
kkn

  
1

,sin)(),(  при 0,4/*  tlx  при различных 

значениях толщины пластины h  (Рис. 1 – 7). Возьмем начальные значения в 
виде  ,/2sin001,0)0,( lxxw    lxxw /2sin015,0)0,(  . 

 

1) 63,8589;28,93011,0;400;1000  DMhVN . 
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Рис.1. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,4,3,2n  

 

Рассмотрим разницу между приближениями (Рис. 2). 
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Рис.2а. Разница между приближениями 
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Рис.2б. Разница между приближениями 

 

Из рис. 2 видно, что решение до восьмого приближения включительно 
устойчиво. 

2) 52,6453;8,8401,0;400;1000  DMhVN . 
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Рис.3. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 3,2n  

Как следует из рис. 3, решение во втором приближении неустойчиво, а в 
третьем решение становится ограниченным. Рассмотрим разницу между 
приближениями (Рис. 4). 
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Рис.4. Разница между приближениями 

 

Из рис. 4 видно, что решение с третьего по восьмое приближение 
становится устойчивым. 
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3) 5889,95;82,256097,0;400;1000  DMhVN . 
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Рис.5. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,4,3n  

Как следует из рис. 5, решение до шестого приближения включительно 
неустойчиво. Однако в приближениях большего порядка решение может быть 
и ограниченным. 

4) 6074;83,104098,0;400;1000  DMhVN . 
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Рис.6. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,5,4,3,2n  

Как следует из рис. 6, решение в третьем приближении устойчиво, а 
остальные решения неограничены. 

5) 6223,97;83,78240988,0;400;1000  DMhVN . 
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Рис.7а. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 3,2n  
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Рис.7б. Деформация пластины в точке 4/* lx   при 6,5,4,3,2n  

Как следует из рис. 7, решения во втором и четвертом приближениях 
неустойчивы, а остальные решения до шестого порядка включительно 
ограничены. 
 

Вывод: Анализ рис. 1-7 показывает, что устойчивость одновременно всех 
галеркинских приближений можно гарантировать только в области 
устойчивости, полученной аналитически (полученная неустойчивость во 
втором, третьем и т.д. приближениях, показанная в монографии не говорит о 
динамической неустойчивости точного решения дифференциального 
уравнения динамики пластины). 
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Заключение  
 
Выполненная работа вносит определенный вклад в решение научной 

проблемы, связанной с разработкой математических методов исследования 
динамики и устойчивости пластин при обтекании их потоком жидкости или 
газа, имеющей важное значение в различных технических приложениях. 
Результаты исследований позволяют обеспечить повышенный теоретический 
уровень расчетного анализа взаимодействия упругих элементов конструкций с 
потоком жидкости или газа и повысить эффективность решения задач их 
рационального проектирования. 

Построены математические модели пластин при аэрогидродинамическом 
воздействии, отражающие расширенный спектр свойств исследуемых объектов 
и характер их взаимодействия.  

На основе асимптотических методов созданы методики аналитического 
решения обратных задач аэрогидромеханики, соответствующих построенным 
моделям, позволяющие выразить воздействие потока на деформируемые 
элементы через неизвестные деформации и исключить аэрогидродинамические 
функции при решении задач аэрогидроупругости. 

Создан аналитический метод исследования устойчивости упругих пластин, 
основанный на построении функционалов для интегро-дифференциального 
уравнения, описывающего деформацию пластин. Также создан аналитический 
метод исследования устойчивости системы упругих элементов в виде пластин 
(при произвольном количестве и расположении элементов), основанный на 
построении функционалов для связанных систем интегро-дифференциальных 
уравнений, описывающих деформации упругих элементов. 

Разработана методика приближенного анализа динамики и устойчивости 
упругих пластин при безотрывном или струйном обтекании, позволяющая в 
простой форме получить условия устойчивости в случае произвольной 
зависимости параметров упругих элементов от координаты (или от координаты 
и времени). 

На основе построения функционалов разработана методика исследования 
динамической устойчивости упругих пластин в сверхзвуковом потоке газа. 

На основе разработанных моделей и методов получены достаточные 
условия динамической устойчивости упругих пластин, налагающие 
ограничения на типы закреплений, скорость потока, значения продольных 
усилий, ядра (меры) релаксации пластин и оснований, а также другие 
параметры механических систем (прочностные, геометрические, инерционные, 
демпфирующие). Выявлена закономерность, заключающаяся в том, что во всех 
динамических задачах область устойчивости на плоскости ),( NV  «скорость – 

продольное усилие» определяется неравенством 00,>,< 2   VN , а на 

плоскости ),( hV  «скорость – толщина пластины» – неравенством ,3 2Vh    
00,   . 
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